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Vorwort

Diese Notizen sind aus der Vorlesung ”Physik III, Atom- und Mo-
lekiilphysik” im Wintersemester 2004/05, 10/11, 11/12, 14/15, 17/18, 19/20
entstanden. Als wesentliche Quellen wurden die Biicher von Demtroder (Phy-
sik III), Haken und Wolf (Physik I1I), Alonso und Finn (Quantenphysik
und statistische Physik), Schwabl (Einfihrung Quantenmechanik), Simonyi
(Kulturgeschichte der Physik) verwendet. Diese Notizen sollen und kénnen
natiirlich diese Biicher nicht ersetzen und verstehen sich als Ergénzung.

An einigen Stellen ist in Klammern jeweils ”Vertiefung” angemerkt.
Diese Abschnitte stellen die Verbindung zu wichtigen und populéren The-
men der theoretischen Quantenmechanik dar. Dies Inhalte sind aber nicht
priifungsrelevant.

Fiir das Korrekturlesen gilt mein Dank zahlreichen Mitarbeitern und Kol-
legen. Die letzten Korrekturen wurden von C. Liitke-Stetzkamp und K. Ortel
angemerkt.
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Kapitel 1

Entwicklung der
Atomvorstellung

Mit der Jahrhundertwende zum zwanzigsten Jahrhundert erfolgte eine
umwilzende Neuordnung der Physik, der Beginn der modernen Physik. Zum
Ausgang des 19ten Jahrhundert war die Mechanik durch die Newton’schen
Gesetze und die Elektrodynamik durch die Maxwell-Gleichungen erfolgreich
beschrieben worden. Demnach versuchte man diese erfolgreichen Konzepte
auf den Mikrokosmos zu iibertragen, was misslang.

Erst die Quantenphysik schaffte es diesen Widerspruch aufzulésen und
in beeindruckender Weise bis heute die mikroskopische Natur der Materie
zu erkldren (siche Abb. 1.1). Diese Entwicklung begann zunéchst durch die
formale Einfithrung des Wirkungsquantums h durch Planck, um die Ener-
gieabgabe der Wande eines Hohlraums bei Temperatur 7' zu beschreiben.
FEinstein postulierte dann, daf§ nicht nur die Energieabgabe dieser Oszilla-
toren als quantisiert zu betrachten ist, sondern das das elektromagnetische
Feld im Hohlraum selbst als zusammengesetzt aus Lichtquanten zu beschrei-
ben ist. Der experimentelle Nachweis, dafl diese formale Behauptung richtig
ist, erfolgte erst Jahre spéter durch die Beobachtung des Compton-Effektes.
Gleichzeitig zeigten Beugungsexperimente mit Elektronen, dafi man ihnen
eine Wellennatur zuschreiben kann. deBroglie verkniipfte den klassischen Im-
puls eines Teilchens mit einer Wellenlédnge, der deBroglie-Wellenlénge. Diese
Befunde zeigen daf Lichtteilchen, die Photonen, als auch Materieteilchen
sowohl Teilchen als auch Wellencharakter haben kénnen.

Parallel dazu, wurde die Struktur der Atome durch die Streuexperimente
von Rutherford weiter aufgeklart, der feststellt, daf§ die positive Ladung im
Atomkern lokalisiert ist.

Ausgehend von diesen Beobachtungen formulierte Bohr sein Atommo-
dell, der postulierte, dafi die Elektronen auf kreisférmigen Bahnen um den



KAPITEL 1. ENTWICKLUNG DER ATOMVORSTELLUNG

Atomkern laufen. Nachdem die Elektronen eine Wellennatur besitzen, bildet
sich auf einer Kreisbahn eine stehende Welle. Durch diese Randbedingung
konnen die Radien der Kreisbahnen deshalb nur diskrete Werte annehmen.
Ubergiinge der Elektronen zwischen den Bahnen fithren zur Lichtemission
und -absorption, was die Linienstrahlung erklért. Bei genauerer Analyse die-
ser Linien beobachtete man jedoch eine Feinstruktur, d.h. eine kleine Auf-
spaltung. Sommerfeld 16ste dies indem er postulierte, dafy die Elektronen kei-
ne Kreisbahnen sondern unterschiedliche Ellipsenbahnen um den Atomkern
beschreiben. Elektronen, die eine besondere exzentrische Ellipse durchlau-
fen bewegen sich weit weg von dem positiven Atomkern und sind dadurch
schwicher gebunden als Elektronen, die nahezu kreisformig um den Atom-
kern laufen. Diese Unterschiede bewirken unterschiedliche Bindungsenergien
und dementsprechend eine Verschiebung der Emissions- bzw. Absorptionsli-
nien. Die kreisformigen Elektronenbahnen im Bohr’schen Atommodell bzw.
in ihrer Sommerfeld’schen Erweiterung sind allerdings im Widerspruch zur
Elektrodynamik, die von einer beschleunigten Ladung (Kreisbahn) die Ab-
gabe von Strahlung noétig macht. Demnach wiirden die Elektronen Energie
verlieren und in den Kern stiirzen.

1 1 1
Rydberg ;ZRH P
Spektrum Oﬁ

Rutherford
Atom
do S feld
Py ommerfe
da S sin AXAp > h
hy Bohr Heisenberg
h
Hohlraum- —~ gk’ —1
strahlung N deBroglie EY = HY
Planck 9 Schrédinger
hy
Licht- s
quanten d
Einstein

Abbildung 1.1: Entwicklung der Quantenphysik Anfang des 20ten Jahr-
hunderts

Die Widerspriiche im Bohr’sche Atommodell wurden aufgelost, durch die
Arbeiten von Heisenberg, der nicht das Atom selbst sondern die Observablen,
d.h. die beobachtbaren Messgréfien in den Vordergrund stellte. Zeitgleich
postulierte de Broglie, daff auch Teilchen durch Wellen beschrieben werden
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KAPITEL 1. ENTWICKLUNG DER ATOMVORSTELLUNG 1.1. ATOME

kénnen, den Materiewellen. Durch die Entwicklung der Quantenmechanik
von Schrodinger und Heisenberg wurde ein geschlossene Mathematik zur Be-
schreibung der Quantenwelt entwickelt aus der sich auf natiirliche Weise die
Quantisierung der Atomniveaus ergibt.

Die  konsequente  Weiterfithrung  dieser = Beschreibung  unter
Beriicksichtigung relativistischer Korrekturen und der Quantisierung
des Strahlungfeldes erlaubt es eine prézise Beschreibung atomarer Niveaus
und damit der Linienemission.

1.1 Atome

1.1.1 Begriffsbildung

Der Ausdruck Atom kommt aus dem Griechischen fiir atomos dem Unteil-
baren. Schon im 19ten Jahrhundert entwickelten die Chemiker durch die
Betrachtung von chemischen Reaktionsabléufen eine Prézisierung des Atom-
begriffs. Zwei Beobachtungen waren dabei mafigeblich:

e Gesetz der konstanten Proportionen fiir die Massen
(Dalton)

Wenn chemische Verbindungen eine Reaktion eingehen, so stehen
die Massen der Ausgangssubstanzen immer in einem ganzzahligen
Verhiltnis zueinander.

14 gr. Ny 4+ 16 gr. Oy — 30 gr. NO

In diesem Beispiel mufl man fiir die vollstandige Synthese von NO
immer Stickstoff und Sauerstoff im Massenverhéltnis 14:16 zusammen
bringen.

e Gesetz der konstanten Proportionen fiir Volumina
(Gay-Lussac)

Wenn gasférmige chemische Verbindungen eine Reaktion eingehen, so
stehen ihre Volumina in einem ganzzahligen Verhéltnis zueinander.

2VL.H; +1VL. Oy — 2VIL HyO

8 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 1. ENTWICKLUNG DER ATOMVORSTELLUNG 1.1. ATOME

Avogadro fasste diese Beobachtungen zusammen indem er postulierte,
daf alle Verbindungen sich aus Molekiilen zusammen setzen, die ihrerseits aus
Atomen aufgebaut sind. Eine chemische Reaktion ist demnach eine Reaktion
von Molekiilen oder Atomen untereinander bei der ein Produkt entsteht, daf3
einer neues Kombination der Atome in den Ausgangssubstanzen entspricht.
Auf der Basis der ganzzahligen Massenverhéltnisse vermutete man, dafl die
Atome der Elemente ihrerseits aus Wasserstoff aufgebaut sind.

Fiir die Umrechnung der Masse einer Substanz in eine Anzahl an darin
enthaltenen Molekiilen definierte Avogadro die Einheit des Mol:

FEin Mol einer gasformigen Verbindung nimmt ein Volumen von
22.4 1 ein. Seine Masse entspricht dem Molekulargewicht (= mo-
lare Masse) der Verbindung.

Die heute giiltige Definition des Mols entspricht der Teilchenmenge, wie
sie in 12 Gramm reinen Kohlenstoff 12C enthalten sind. Die molare Masse
M betrdagt demnach 12 Gramm. Die Zahl der Teilchen in einem Mol ist
gegeben durch die Avogadro-Konstante N 4:

Nj = 6.022 - 10*mol ! (1.1)

Daraus 1a8t sich die atomare Masseneinheit amu ableiten (amu - atomic
mass unit):

1
lamu = EC — Atom = 1.66055 - 10~*"kg (1.2)

Im Periodensystem ist oft der Mittelwert der Atom-Masse angegeben, der
sich aus der Mittelung iiber die Isotop-Héaufigkeit des betreffenden Elementes
bestimmt. So liegt 1% des Kohlenstoffs in der Natur als *C vor. Demnach
ist die Masse im Periodensystem als 12.01 angegeben.

Wie bestimmt man nun diese Avogadro-Konstante und damit die Masse
eines Atomes.

1.1.2 Masse eines Atoms

Ausgangspunkt der Bestimmung der Avogadro-Konstante und damit der
Masse eines Atoms ist das allgemeine Gasgesetz. Betrachtet man ein Mol
eines Stoffes, das bei Normaldruck p ein Volumen V}; einnimmt, so ergibt
sich:

pVar = NakpT = RT (1.3)

9 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 1. ENTWICKLUNG DER ATOMVORSTELLUNG 1.1. ATOME

Das Produkt aus Avogadro-Konstante N4 und Boltzmann-Konstante kg
bezeichnet man als Gaskonstante R. Fiir die Bestimmung von N4 gibt es
mehrere Verfahren, die entweder R und kg bestimmen oder direkt N4 messen
konnen.

Bestimmung von R

Die Gaskonstante R wird am genauesten durch eine Messung der Schallge-
schwindigkeit v, in einem Gas bestimmt. Diese Schallgeschwindigkeit ergibt

sich aus:
1/2
Vg = (/@']—)) (1.4)
p

k ist der Adiabaten-Koeffizient, der bei einem einatomigen idealen Gas
bei k = % liegt. Ersetzt man den Druck p durch Gl. 1.3 so ergibt sich:

e (1Y 03

Die Schallgeschwindigkeit in einem Gas 1488t sich aus der Gaskinetik mit
einem Storungsansatz fiir die Dichte und Geschwindigkeit der Gasmolekiile
ableiten. Es gilt die Impulsbilanz in einem Volumenelement in diesem Gas:

d
mn [—U + vVv} =—-Vp (1.6)
dt
m ist die Masse eines Atoms, n die Dichte. Die Adiabaten-Gleichung
Yp_ Yn (L.7)
D n

gilt fiir adiabatische Zustandsdnderungen wie sie fiir die Dichteschwan-
kungen in Schallwellen giiltig ist. Die Kontinuitatsgleichung ist

dn
dt
und das allgemeine Gasgesetz

+Vnv =0 (1.8)

p = nkgT (1.9)

Die Phasengeschwindigkeit einer Dichtewelle in dem Gas entspricht der
Schallgeschwindigkeit:

L w o/ opN\Y2 [ ksT\'? [ RT\"?
v=1 = (rr) —<“7 =\"ar (1.10)

10 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum




KAPITEL 1. ENTWICKLUNG DER ATOMVORSTELLUNG 1.1. ATOME

Bestimmung von kp

Fiir die Bestimmung von N4 ist es notwendig die Gaskonstante durch die
Boltzmannkonstante kg teilen. Fiir die Bestimmung der Boltzmannkonstan-
te wertet man ein Experiment aus, bei dem ein Diffusionsprozef3, angetrie-
ben durch kT, im Gleichgewicht mit einer entgegen gesetzt gerichteten
Kraft ist. Beispiel sei hier die Dichteverteilung von Schwebeteilchen in ei-
ner Fliissigkeitssdule. In Analogie zur barometrischen Hohenformel ist hier
die Schwerkraft und die entgegengerichtete Diffusion im Gleichgewicht (siehe
Abb. 1.2). Man erhilt:

m*gz

n(z) = nge *8T (1.11)

Die Masse der Schwebeteilchen, in der Fliissigkeit ist, vermindert um
deren Auftrieb geméaf:

m*=m—ppV (1.12)
O A
O keT
oo
Q
O *
ool ™
0, 00

Abbildung 1.2: Bestimmung der Boltzmannkonstante kp aus der
Hohenverteilung von Schwebeteilchen in einer Fliissigkeit

In &hnlicher Weise kann man auch aus der Beobachtung der
Brown’schen Bewegung die Boltzmann-Konstante ableiten (siehe Abb.
1.3). Bei der Brown’schen Bewegung beobachtet man wieder Schwebeteil-
chen, die eine Zitterbewegung ausfithren, da sie mit den sie umgebenden
Gasmolekiilen stolen. D.h. auch hier wird diese Brown’sche Bewegung ange-
trieben durch einen Term kg7 der Gasteilchen. Einstein betrachtete die zeit-
liche Entwicklung der Position von Schwebeteilchen in einem Gas. Zunéchst
wird angenommen, daf3 die Dichte der Schwebeteilchen einen Gradienten ent-
lang des Ortes x hat:

11 © A. von Keudell, Ruhr-Universitit Bochum
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n(z) =n(0) — %x (1.13)

Dieser Gradient in der Dichte treibt einen Diffusionsstrom jg;r¢ an. Die-
ser Diffusionsstrom kann auf der Basis der freien Weglénge ¢ der Teilchen
abgeleitet werden und man erhélt:

. _1(&%) on
IDif] = 5 Ay e (1.14)
—

D

At ist der Zeitraum der Beobachtung. Alternativ zu dieser Herleitung
kann man auch die Diffusionskonstante fiir diesen Prozef} direkt ableiten: D =
%. Im Zéahler steht der Term kgT', der die Diffusion antreibt. Im Nenner
steht die Masse der Teilchen, die sich mit v bewegen und die Frequenz v in der
sie StoBle erleiden. Diese Frequenz la3t sich aus dem allgemeinen Ansatz fiir
die bremsende Kraft durch Teilchensto8e mit Teilchen der Dichte n ableiten:
F = movnv. Setzt man fiir F' die Stokes-Reibung eines Schwebeteilchens an
(F' = 6mnnrv), so bekommt man:

Gasmolekile

makroskopische
Teilchen

Abbildung 1.3: Brown’sche Bewegung von Schwebeteilchen. Diese wird,
angetrieben durch StoBe mit umgebenden Gasmolekiilen.

_ kgT
- 6mr

(1.15)

r ist Radius Kugel, n ist die Viskositét.

12 © A. von Keudell, Ruhr-Universitit Bochum
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Verkniipft man beide Betrachtungsweisen (Gl. 1.14 und GI. 1.15 und be-
nutzt jeipr = —D% so erhélt man eine Verbindung zwischen der quadrati-
schen Abweichung (£2) und der Boltzmann-Konstante kp:

kT
~ 3mr

(€%)

Die genaue experimentelle Realisierung wird mit einem Drehspiegel an
einem Torsionsfaden mit der Federkonstante C' durchgefiihrt(siche Abb 1.4).
Die mittlere Auslenkung ¢ eines Spiegels ist durch die St6fle mit den Gasteil-
chen gegeben. Es herrscht ein Gleichgewicht zwischen der potentiellen Ener-
gie im Spiegel und der mittleren kinetischen Energie in einem Freiheitsgrad
der Gasmolekiile.

At (1.16)

1 1
<Epot> = §C<902> = §kBT (1.17)
| |
<>
"
Laser i Gasmolekile
kT

| |

Abbildung 1.4: Die mittlere Auslenkung eines Drehspiegels an einem Tor-
sionsfaden dient zur Bestimmung der Boltzmannkonstante.

Bestimmung von N4

Durch die Entwicklung moderner Methoden ist es heute moglich auch N4 di-
rekt zu bestimmen. Grundlage ist die Rontgenbeugung an Kristallen (siehe
Abb 1.5). Man erhélt im gebeugten Rontgenstrahl konstruktive Interferenz,
wenn die Bedingung

A =2dsinf = n\ (1.18)

13 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum
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erfiillt ist. Hier ist d der sog. Netzebenenabstand, # der Beugungswinkel,
A die Wellenldnge des Rontgenlichts und n die Ordnung des Beugungsrefle-
xes. Durch die Bestimmung des Beugungswinkels fiir konstruktive Interferenz
erhélt man d und damit das Volumen, das ein Atom einnimmt (im einfachsten
Fall Vom = d3. Die Avogadro-Konstante ergibt sich dann:

M
NAVatom = VMol == (119)
p

M ist die molare Masse und p die Dichte des Festkorpers. Die Genauigkeit
zur Bestimmung von p ist % = 107% und von d ist &% = 1075

Abbildung 1.5: Durch Réntgenbeugung an den Netzebenen eines Kristalls
148t sich der Atomabstand bestimmen.

1.1.3 Grofle eines Atoms

Die Grofle von Atomen lé8t sich in analoger Weise auch aus Rontgenbeugung
ableiten. Allerdings ist die Grofle eines Atoms nicht scharf definiert. Der ge-
naue Wert hiangt von der Art der Messmethode ab. Zur Messung der Atom-
grofe werden in der Regel Streuexperimente durchgefiihrt. Die Winkelvertei-
lung in einem solchen Streuprozefl héingt von den Streupartnern und damit
von der Art der Wechselwirkung ab. Dieser Zusammenhang ist kompliziert,
da zum Beispiel die Wechselwirkung von zwei neutralen Teilchen oder von
zwei geladenen Teilchen eher Informationen iiber die Reichweite der Wech-
selwirkung als iiber die eigentliche Grofie des Atoms liefert.

Im allgemeinen kann man ein Streuexperiment durch die Messung der
Abschwichung eines Gasstrahls in einem definierten Volumen bestimmen
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(siche Abb 1.6). Ein Ma$ fiir die Abschwichung eines Teilchenstrahls, der
eine Teilchenmenge N enthélt in einem Gastarget der Dichte n ist:

AN = —nAAxJN% (1.20)

der Term nAAz entspricht der Gesamtzahl der Teilchen im Streuvolumen.
o ist der sog. totale Wirkungsquerschnitt (Trefferfliche bei der Streuung
stattfindet).

AN

dx
N > Q
: oS
L

Abbildung 1.6: Den Wirkungsquerschnitt o fiir Atomstreuung bestimmt
man durch die Abschwéchung eines Atomstrahls in einem Gastarget.

Losung dieser Differentialgleichung zur Bestimmung der Teilchenmenge
nach der Transmission durch ein Streuvolumen der Lange L ist:

N = Nye ™k (1.22)

Aus einer Messung von N und N, erhélt man bei bekanntem n und L,
den Wirkungsquerschnitt ¢ und damit den Durchmesser eines Atoms.

1.2 Elektronen

1.2.1 Begriffsbildung

Beim radioaktiven Zerfall und bei Leuchterscheinungen in Gasen (=Plas-
men) beobachtete man, dafl man die entstehenden Bestandteile durch duflere
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elektrische und magnetische Felder beeinflussen kann.

e Radioaktivitit

Je nach Element und Zerfallskette kénnen beim radioaktiven Zerfall a-
Teilchen (positiv geladene Heliumkerne) oder S-Teilchen (Elektronen)
entstehen, die in einem Magnetfeld jeweils anders abgelenkt werden.

Plasmen

Plasmen sind teilweise oder vollstdndig ionisierte Gase. Bei einem Kon-
takt von Plasmen mit umgebenden Wénden konnen dort Ionen mit
hoher Energie auftreffen. Bei diesem Prozefl kénnen zum einen Se-
kundérelektronen erzeugt werden, die die Oberfliche verlassen und in
dem elektrischen Feld zwischen Plasma und Oberfliche beschleunigt
werden (Kathodenstrahlen = Elektronen). Zum anderen kénnen die
auftreffenden Ionen durch einen Kanal in der Kathode das Plasma ver-
lassen (Kanalstrahlen = pos. Ionen). Die erzeugten hochenergetischen
Elektronen und Ionen erzeugen dann eine Leuchterscheinung auf einem
Phosphorschirm (sieche Abb 1.7).

- + B
]
«@ e
Leucht- L ] ||
schirm Leucht-
] ] ] schirm
- @
Plasma +

Abbildung 1.7: Bei Plasmen kann man hochenergetische Teilchenstrahlen
beobachten. Oben: Kathodenstrahlen bestehen aus Sekundérelektronen, die
an der Kathode durch auftreffende Ionen ausgelost werden. Unten: Kanal-
strahlen bestehen aus hochenergetischen Ionen, die durch einen Kanal in der
Kathode treten.

16
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KAPITEL 1. ENTWICKLUNG DER ATOMVORSTELLUNG 1.2. ELEKTRONEN

Diese Experimente zeigten zunéchst, daf sich Atome aus unterschiedlich
geladenen Bestandteilen zusammensetzen. Diese besitzen ein stark unter-
schiedliches Ladungs-zu-Masse-Verhéltnis, wie es sich aus der Ablenkung im
Magnetfeld ableiten 148t (siche unten).

1.2.2 Grofle eines Elektrons

Die Grofle eines Elektrons 1af3t sich klassisch herleiten unter der Annahme
ein Elektron sei identisch mit einem Kugelkondensator der Kapazitiat C

C = 4meor (1.23)

Die Energie fiir das Aufbringen von Ladung auf diesen Kugelkondensator
ist:
1,1
W=-¢= 1.24
27 C (124)
damit ergibt sich die potentielle Energie zu:
> 1, 1

ot = 7€
P 2

1.25
dmegr ( )

Setzt man diese potentielle Energie mit der Ruheenergie des Elektrons
gleich:

Ey = moc? (1.26)
so bekommt man den sog. klassischen Elektronenradius:

62

=14-10"%m (1.27)

Tel= 5
2 - 4dmegmoc?

Streuexperimente zeigten allerdings, dafl das Elektron als punktférmig
anzusehen ist. Dies wird bei Streuexperimenten sichtbar, die selbst bei klei-
nem Abstand zwischen Streupartner und Elektron (= kleiner StoSparameter)
noch richtig durch das Coloumb-Gesetz beschrieben werden kénnen.

1.2.3 Ladung eines Elektrons

Die Elementarladung eines Elektrons wurde zum ersten Mal durch den Milli-
kan-Versuch bestimmt (siche Abb. 1.8). Hierbei werden geladene Oltropfchen
in einem Kondensator eingefangen und durch ein Gegenfeld im Gleichgewicht
mit der Schwerkraft gehalten.
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| |

67nRv T

. T F =—neE

3 R3(P()| ~ Puutt )g L

Abbildung 1.8: Millikan-Versuch zur Bestimmung der Elementarladung

Die Schwerkraft eines Oltropfchens mit Radius R in Umgebungsluft ist
gegeben als:

4
Funten - ?Rg (pOel - pLuft) g (128)

Dem Sinken der Tropfchen entgegengerichtet ist die Reibungskraft.
Stokes-Reibung ergibt:

Fopen = 67T7]RU (129)

n ist die Viskositéit von Luft und v die Geschwindigkeit des Oltrépfchens.
In einem ersten Schritt beobachtet man die Sinkgeschwindigkeit v eines
Oltropfchens, in dem Kondensator an dem keine Spannung anliegt. Daraus
148t sich der Tropfchen-Radius R bestimmen:

1/2
R= ( /L ) (1.30)
29 (poel — PrLuft)

Anschlieflend legt man ein Gegenfeld an, das die Tropfchen in Ruhe hélt
(v=0):

- Am
neE = (poet — Prust) Q?Rg (1.31)

Fiir eine Bestimmung der Elementarladung auf der linken Seite von
Gl. 1.31, benétigt man jetzt noch die Anzahl der Ladungen auf einem
Oltropfchen. Durch eine dufere Licht-Quelle dndert man den Ladungszu-
stand der Oltropfchen (Photoeffekt) und beobachtet die Spannung AU, die
man zusétzlich benétigt, um das Tropfchen wieder in die Gleichgewichtslage
zu bekommen.

n+An U+ AU
n N U

(1.32)
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Der kleinste Werte von AU entspricht einer Anderung des Ladungszu-
standes um An = 1. Damit ergibt sich:

1 =n— 1.33
n (1.33)

Daraus a8t sich n bestimmen und in Gl. 1.31 einsetzten. Damit ergibt
sich schliefflich fiir die Elementarladung:

1 47
e = ——= (poe — prust) g— R’ (1.34)
n| Ll

3
Den Wert der Elementarladung, der sich daraus bestimmt ist:

e = 1.602177 - 10-19C]| (1.35)

1.2.4 Masse eines Elektrons

Die Masse eines Elektrons 148t sich aus seiner Trajektorie in einem Magnet-
feld bestimmen falls die Ladung bekannt ist (sieche Abb. 1.9). Die Lorentzkraft
ist gegeben als:

F=—ec <E+17>< é) (1.36)
In einem gleichformigen Magnetfeld gilt das Kréftegleichgewicht:

2

m% =evB (1.37)

Man beschleunigt einen Elektronenstrahl auf die Geschwindigkeit v durch
eine Beschleunigungsspannung U

v (ﬁyﬂ (1.38)

m

und beobachtet den Kriimmungs-Radius des abgelenkten FElektronen-
strahl im Magnetfeld:

muv
R=— 1.39
5 (1.39)

Daraus ergibt sich das Verhéltnis aus Elementarladung und Masse:

e 2U
m - B (1.40)

Bei bekannter Elementarladung ergibt sich als Elektronenmasse:
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me = 9.1093897 - 103 kg

i

Abbildung 1.9: Fadenstrahlrohr zur Bestimmung der Elektronenmasse

1.3 Struktur der Atome

Es wurde gezeigt, dafl Atome aus positiven und negativen Ladungstragern
bestehen, wobei die negativen Ladungstréager sehr viel leichter sind. Die inne-
re Struktur bzw. Verteilung dieser Ladungstrager im Atom selbst wird durch
Streuexperimente bestimmt: die Winkelverteilung gestreuter Teilchen ist cha-
rakteristisch fiir das Wechselwirkungspotential (hier Coloumb-Potential) und
die Massenverteilung im Atom.

1.3.1 Streuung

Betrachten wir zunéchst die Streuung eines geladenen Projektils (Masse
my, Geschwindigkeit o7, Ort r;) an einem ruhenden Atom (Masse mo,
Geschwindigkeit ¥, = 0, Ort 7). Die Kinematik dieser Systems wird
zweckméafBigerweise im Schwerpunktsystem beschrieben. Die Schwerpunkts-
Geschwindigkeit 0, errechnet sich aus':

m1'171 = (m1 + mz)’ljc (141)

Der Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem is Null. Beim Ubergang vom
Laborsystem in das Schwerpunktsystem wird von allen Geschwindigkeitsvek-
toren v, abgezogen. Der Streuprozefl im Schwerpunktsystem ist in Abb. 1.10
gezeigt. b bezeichnet man als Stoflparameter.

L. errechnet sich fiir vy # 0 allgemein aus m ¥ + mats = (M + Mmo) ..
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Vo -V

Abbildung 1.10: Kinematik eines Zweier-Stofles im Laborsystem (oben)
und im Schwerpunktsystem (unten)

Die kinetische Energie im Schwerpunktsystem ergibt sich zu:

1 1
§m1(vl —ve)? 4+ —mav? = §;wf = Ey (1.42)
1 bezeichnet die reduzierte Masse:

mymya
i (£ 112) (1.43)

Man bekommt einen kompakten Ausdruck, der gleichbedeutend mit der
Bewegung eines einzelnen Korpers der Masse mu und Geschwindigkeit vy
ist. LaBt man die Annahme fallen, dass fiir v, im Laborsystem v, = 0 gilt,
bekommt man Fy = %mc (v — 02)2, d.h. fiir die kinetische Energie im Schwer-
punktsystem ist die Relativgeschwindigkeit mafigeblich.

Die Kinematik des Stofles im Schwerpunktsystem zeigt, dafl man den
Streuprozefl als die Streuung eines Teilchens der Masse i an einem Poten-
tial V(r) beschreiben kann, dafl seinen Ursprung am Ort r = r; + 75 hat.
Das entsprechende Koordinatensystem fiir den StofSprozef ist in Abb. 1.11
gezeigt.

Diese Energieerhaltung in Polarkoordinaten ergibt sich damit zu:
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Abbildung 1.11: Koordinatensystem fiir die Beschreibung des Zweier-
Stofles.

Ey = %u (ﬂ + T%Q) +V(r) (1.44)

Fiir die Beschreibung der Energieerhaltung 148t sich die kinetische Energie
im Schwerpunktsystem fiir » — oo ansetzen, da fiir grofle Zeiten vor bzw.
nach dem Stof8 der Abstand sehr gro wird und damit die potentielle Energie
verschwindet, da das Potential V' (r) nur eine endliche Reichweite besitzt und
somit V(r — o0) = 0 gilt.

Auch die Drehimpulserhaltung 148t sich in Polarkoordinaten kompakt
schreiben. Zunéchst haben wir den Gesamtdrehimpuls L im Schwerpunktsy-
stem mit vy = 0 gegeben als:

mari X (0] — 0p) + mary X (—up) = L (1.45)

Auch dies 148t sich vereinfachen zu dem Drehimpuls L fiir sehr grofle
Absténde 7

-

pix v = L (1.46)

mit 7 = 7] — 5. Fiir sehr grofle Absténde ist der Betrag des Drehimpulses
gegeben als:

E,ﬂ%o‘ — b (1.47)

Dies ist der Drehimpuls am Anfang der Trajektorie. Dieser Drehimpuls
bleibt wihrend der ganzen Bewegung konstant, wobei sich aber der Abstand
(r) und die Winkelgeschwindigkeit (¢) fortlaufend &ndert. In Polarkoordina-
ten 148t sich dies ausdriicken als:
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b = pr?o (1.48)
Setzt man GIl. 1.48 in Gl. 1.44 ein, so erhélt man:

VW.QW

E(] 7’2

Um die Trajektorie zu berechnen, verwendet man folgende Umformung:

e (1 - (1.49)

dp _dp 1

= 1.50)
dr (
dr dt <
Daraus ergibt sich:
de v1b 1
— =4+— 1.51
dr r? vy V2 ( )
Ul@f‘iﬁ“ﬁ)

Diese Gleichung 148t sich durch Integration auflésen. Die Integrations-
grenzen fiir ¢ sind [©/2,7/2] und fiir r [00, 7] (sieche Abb. 1.12):

/2 Trmin bdr
/ dp = —/ ~ (1.52)
e/2 o 2 (1 _ V) E)

Eo r2

Bei der Definition des Integrals gilt es zu beachten, dafl diejenigen Inte-
grationsgrenzen und das Vorzeichen von GI. 1.49 so gewéhlt werden, dafl als
Ergebnis ¢(rm:,) = 7/2 und ¢(c0) = 0/2 gilt.

Abbildung 1.12: Integrationsgrenzen fiir die Auflésung von GI. 1.51

Tmin 188t sich aus der Bedingung erschlieffen, dafi 7 minimal wird am Ort
groffter Anndherung bzw. aus 7 = 0 gemafl Gl. 1.49:
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L1 V (rmin) \
R A . 1.

Mit diesen Integrationsgrenzen erhélt man schlieSlich den Streuwinkel im
Schwerpunktsystem © als:

= d
©=r—2b T (1.54)
Fmin p2 [1 V(r) b2 1/2
1= -]

Dies bezeichnet man als Stoflintegral. Bei gegebenem Stoflparameter
und Abstandsabhéngigkeit des Potentials V' (r) kann man den Streuwinkel
berechnen.

1.3.2 differentieller Wirkungsquerschnitt

Im Experiment wird jetzt eine Probe mit energetischen Teilchen bestrahlt
und die Winkelverteilung mit einem Detektor gemessen. Hierzu mufl man
iiber alle moglichen Stolparameter mitteln, die jeweils zu einem bestimmten
Streuwinkel fithren. Teilchenerhaltung fordert, dafl die Zahl der Teilchen, die
durch einen Ring der Flidche 27wbdb treten, in einen Raumwinkel d{2 gestreut
werden geméf des sog. differentiellen Wirkungsquerschnittes j—g, wie in
Abb. 1.13 skizziert ist.

Die Fldache eines Rings der Breite db im Abstand b von der Symmetrie-
achse des Problems ist:

do = 2mbdb (1.55)

_ Der Raumwinkel eines Ringes auf einer Kugeloberfliche mit
Offnungswinkel © berechnet sich zu:

dQ) = Rsin©2n  RdO — (1.56)
S—— R2
Ringum fang Ringbreite ~~

Umrechnung Flache—Raumwinkel

Damit ergibt sich:

do 2mhdb
R 1.57
dQY  Rsin ©27rRdO 7z (157)
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt damit:
do b db
dQ ~ sin®do (1.58)
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Abbildung 1.13: Der differentielle Wirkungsquerschnitt beschreibt die
Streuung in einen bestimmten Raumwinkel.

Der erste Term auf der rechten Seite beriicksichtigt, die Statistik iiber
die moglichen Stofiparameter, da zum Beispiel do mit b allein deshalb an-
steigt, weil groflere Stoflparameter einfach in einem Stoflexperiment héaufiger
auftreten als kleinere. Dies ist zunéchst unabhéngig von der Art der Wechsel-
wirkung. Der zweite Term auf der rechten Seite beriicksichtigt hingegen die
Physik der Wechselwirkung, da der Zusammenhang zwischen b und Streu-
winkel © aus dem Stoflintegral genutzt wird, um j—g zu bestimmen.

Ein Beispiel ist die Streuung von zwei Ladungen ¢ und @ fiir die das an
einem Coloumb-Potential gilt. Mit einem Abstandsgesetz fiir dieses Potential
gemaf:

V() = ——2e%Q (1.59)

dmegr

hierbei ist ¢ die Ladung des Projektils und @) die Ladung des Atomkerns.
Es ergibt sich:

(1.60)

do 1/( e2qQ \° 1 1 1
- = _ X J—
A 4 \4dreopv? ) sin? % E2 sin? %

Diese Formel fiir Streuung eines Projektils der Ladung ¢ und dem ei-
nem Coloumb-Potential einer Punktladung mit Ladung @ bezeichnet man
als Rutherford-Streuung (Der Winkel © ist der Streuwinkel im Schwer-
punktsystem).
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Diese Art der Streuung tritt in der Natur oft auf und wird deshalb auch
fiir zahlreiche Anwendungen in der Technik genutzt. Betrachtet man zum
Beispiel schnelle geladene Teilchen, die in ein Material eindringen, so hat
die Trajektorie eine sehr charakteristische Form: beim Eindringen selbst ha-
ben diese Teilchen eine sehr hohe Energie; wegen der 1/E32-Abhéingigkeit ist
der Wirkungsquerschnitt zunéchst und die Ablenkung der Teilchen damit
klein - die Trajektorie ist sehr geradlinig. Wenn die Teilchen weiter in das
Material eindringen werden sie langsamer, womit aber auch der Wirkungs-
querschnitt sehr stark ansteigt. Dadurch werden die Teilchen immer stérker
gestreut und verlieren dabei umso mehr kinetische Energie. Nachdem dieser
Zusammenhang stark nicht-linear ist (ndmlich 1/FE2) werden schnelle Teil-
chen in einem Material in einem relativ genau definierten Tiefenbereich sehr
stark abgebremst und somit dort deponiert. Man spricht von Implantati-
on. Diese Art der Wechselwirkung wird in der Halbleiterindustrie sowie in
der Medizintechnik ausgenutzt (z.B. lokale Behandlung von Tumoren mittels
Protonenstrahlen).

1.3.3 Atom-Modelle

Betrachten wir zwei Grenzfille zur inneren Struktur eines Atoms: eine ho-
mogene Verteilung der positiven und negativen Ladungstriger (Thomson-
Modell) und eine Konzentrierung der positiven Ladung auf einen Atomkern
(Rutherford-Modell).

Thomson-Modell

Zur Betrachtung der Streuung an einer homogenen Ladungsverteilung be-
trachten wir das elektrische Feld in einer homogen positiv geladenen Kugel
mit Radius R, wie in Abb. 1.14 gezeigt. Die negative Ladung der Elektronen
wird hier vernachléssigt, da sie wegen des groffen Massenunterschiedes kaum
zur Ablenkung beitragen.

5 Ze r

— 1.61
47eg e ( )

Der Impuls in y-Richtung dndert sich beim Durchdringen der Kugel in einer
Zeit At um einen Betrag p,.

Ze%b

Die Wegstrecke innerhalb der Kugel hingt vom Stofparameter b ab:
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d=Atv,

Abbildung 1.14: Nach dem Thomson-Modell bestehe ein Atom aus einer
homogenen Ladungsverteilung.

d=2VR2— 12 (1.63)

Damit erhélt man als Winkel der Ablenkung:

py  2VR:—10? Ze?
tan©® = — =

b 1.64
Da mvg  4megR3 (1.64)

Der mittlere Winkel ergibt sich durch Integration iiber alle méglichen Stof3-
parameter (mit tan © — O fiir kleine Winkel ©):

(©) — / ’ @(b)%db (1.65)
(©) = #ﬁnvg (1.66)

Rutherford-Modell

Beim Rutherford-Modell benutzt man direkt die Formel fiir die Streuung
an einer Punktladung. Dieses Model ist in guter Ubereinstimmung mit den
Streuexperimenten (siehe Abb. 1.15). Erst bei sehr kleinen Stoparametern,
bzw. groflen Streuwinkeln, ist ein kleine Abweichung von GIl. 1.60 beobacht-
bar. Rutherford schloss daraus, daf§ die positive Ladung im Kern lokalisiert
ist, der allerdings eine endliche Ausdehnung hat, was an der Abweichung bei
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© = 7 sichtbar wird (bei Streuung an Elektronen gibt Gl. 1.60 die Experi-
mente bis zu b = 0 richtig wieder). Der Kernradius skaliert wie:

T"Kern = ToAl/S (167)
mit A der Zahl der Nukleonen im Kern; 7o = 1.3 - 10~"°m

N(®)
do 1 1

o — ) o
daQ E, sin“E

Rutherford I

Thomson

Abbildung 1.15: Winkelverteilung gestreuter Teilchen nach dem
Thomson-Modell und dem Rutherford-Modell.
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Kapitel 2

Entwicklung
der Quantenphysik

Zu Beginn des 20ten Jahrhunderts taten sich Widerspriiche auf bei der An-
wendung der Gesetze der Elektrodynamik auf bestimmte Fragestellungen.
Die Geburt der Quantenphysik geschah mit der Einfiihrung des Planck’schen
Wirkungsquantum zur konsistenten Beschreibung der Hohlraumstrahlung.
Dieses zunéchst theoretische Konstrukt zur Quantisierung der Energieabga-
be von Atomen wurde iibertragen auf die Quantisierung des elektromagneti-
schen Feldes, den Photonen. Das duale Konzept von Teilchen- und Wellen-
charakter von Photonen wurde nachfolgend auf Materie iibertragen.

2.1 Teilchencharakter von Photonen

2.1.1 Hohlraumstrahlung

Gegen Ende des 19ten Jahrhunderts waren die Elektrodynamik und die Ther-
modynamik die etabliertesten und erfolgreichsten Theorien. Es stellte sich
heraus, dafl man die Giiltigkeit bzw. Verbindung beider Theorien mit der Be-
trachtung der Hohlraumstrahlung iiberpriifen konnte. Nach klassischer Vor-
stellung bestehen die Wénde eines Hohlraums aus einzelnen Oszillatoren, die
wie ein Hertz’scher Dipol elektromagnetische Strahlen aussenden. Die Ener-
gie dieser Oszillatoren und damit auch ihre Abstrahlung sollte nach dem
Gleichverteilungssatz der Thermodynamik von der Temperatur abhédngen.
Nach dieser Vorstellung sollte sich die Energie im elektromagnetischen Feld
einfach aus der Wandtemperatur des Hohlraums ableiten konnen. Genau hier
stot man allerdings auf Widerspriiche, die erst durch die Quantenphysik auf-
gelost werden konnten.
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KAPITEL 2. ENTWICKLUNG
DER QUANTENPHYSIK 2.1. TEILCHENCHARAKTER VON PHOTONEN

Elektromagnetische Felder waren bekannt als Losungen der Maxwell-
Gleichungen im Vakuum. Diese entsprechen Wellen, die sich mit Lichtge-
schwindigkeit ausbreiten geméfl der Dispersion:

V=

c
— 2.1
) (2.1)
bzw.

w=ck (2.2)

mit der Kreisfrequenz w = 27v und dem Wellenvektor k = 2{ Die Ener-
giedichte dieses elektromagnetischen Feldes ist gegeben als:

1
w = §eO(E2 + 2B?) (2.3)

Betrachten wir jetzt einen Hohlraum bei einer Temperatur 7" und stellen
die Frage nach der Frequenzabhéngigkeit der emittierten Strahlung durch ein
kleines Loch in der Wand dieses Hohlraums (siehe Abb. 2.1).

Abbildung 2.1: Hohlraumstrahlung.

Die Eigenmoden der stehenden Wellen in diesem Hohlraum miissen den
periodischen Randbedingungen geniigen. Betrachten wir nur die x-Richtung,
gilt:

- T
k= n—e (2.4)
mit €, dem Einheitsvektor in x-Richtung und n einer ganzen Zahl. In
allen drei Raumrichtungen ergibt sich fiir die Lange des Wellenvektors:

= z\/nQ%—mQ—i—q? (2.5)
a

k
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n,m und ¢ sind ganze Zahlen und a die Kantenlénge eines wiirfelformigen
Hohlraums. Die Zahl der Eigen-Moden N (Zahl der méglichen Eigenschwin-
gungen) bis zu einem maximalen Wellenvektor k,,,, 148t sich in einem Ok-
tanten des Phasenraumes durch Abzéhlen gewinnen (siehe Abb. 2.2):

N¢g =

1 4n 1 T [ QWmaz \ 3
o kg = (C) = N(wna)  (26)
vl 8 3 (E) 3 T
Polarisation “~~~ a
Oktand

N U

Abbildung 2.2: Bestimmung der Eigenmoden bis Wellenvektoren k < ky,qz
im Phasenraum.

die Zahl der Eigenmoden dn pro Frequenzintervall dv und Volumen (ge-

teilt durch @®) ergibt sich durch Ableiten (4¥¢) daraus mit w = 27v zu:

dn = SC—ZVQCZV (2.7)
Die spektrale Energiedichte w(v)dv (Energie pro Frequenzintervall
und pro Volumen) in diesem Hohlraum ist gegeben durch die Zahl der Ei-
genmoden (= Freiheitsgrade) des Systems mal mittlerer Energie w. Die Ato-
me in der Wand werden als harmonischer Oszillator betrachtet mit einer
mittleren Energie w = kgT. Demnach entspricht im Gleichgewicht jeder
Schwingungsmode eine mittlere Energie von kgT'. Damit ergibt sich das sog.
Rayleigh-Jeans-Gesetz zu:

8
w,dy = kpTdn = ]{,‘BTC—;TVle/ (2.8)
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Der Index v bezeichnet immer die spektrale Verteilung einer Grofle. Inte-
griert man diese Grofle iber den ganzen Frequenzbereich, so ergibt sich aus
der spektralen Energiedichte w, die Energiedichte w[Jm™3].

Dieses Gesetz gibt sehr gut die abgestrahlte Leistung dieses Hohlraums fiir
kleine Frequenzen wieder. Die spektrale Strahlungsdichte S, pro Raum-
winkel, Flédche und Frequenzintervall dv berechnet sich aus:

Sydy = %wydy (2.9)

T

Integriert man S, iiber den ganzen Frequenzbereich, so ergibt sich aus
der spektralen Strahlungsdichte S, die Strahlungsdichte S[Wm™2sr—!]. Dies
entspricht der abgestrahlten Leistung pro Flidche und Raumwinkel.

Allerdings treten grofle Diskrepanzen bei hohen Energien (= Frequen-
zen) auf. Insbesondere bei der Integration von v = 0 bis v = oo divergiert
Gl. 2.8, wie in Abb. 2.3 skizziert ist. Dies bezeichnet man als Ultraviolett-
Katastrophe.

W) A

e

2

Abbildung 2.3: Frequenzabhéngigkeit der Energiedichte der Hohlraum-
strahlung geméafl dem Rayleigh-Jeans-Gesetz.

Dies war der Ausgangspunkt fiir die Arbeiten von Max Planck. Sein Zu-
gang fiihrte iiber die Entropie, um die mittlere Energie eines Oszillators ab-
zuleiten. Dabei machte er die Annahme, daf alle Oszillatoren an den Wéanden
eine Energie proportional zu ihrer Frequenz besitzen (w o v). Bei dem Zu-
gang iiber die Entropie suchte er jetzt die wahrscheinlichste Verteilung in der
sich die Energie auf die Oszillatoren an der Wand verteilt (d.h. nicht jeder Os-
zillator hat danach jeweils kgT'). Um diese Verteilung bestimmen verwendete
er die mikroskopische Formulierung der Entropie nachdem S = kpIn {2 mit
Q) der Zahl der Realisierungsméglichkeiten zu einer gegebene Gesamtenergie.
Damit Planck die Moglichkeiten abzéhlen konnte, fiihrte er zunéchst eine
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HilfsgroBe h (deshalb die Wahl des Buchstabens h) fiir die kleinste Energie-
einheit (E = hv) ein, in der er die Energie abzéhlen wollte. Am Ende seiner
Betrachtung wollte er diese Hilfsgrofle h zu Null werden lassen, um eine Be-
schreibung fiir beliebige Gesamtenergien zu bekommen. Es stellte sich aber
heraus, dafl genau dies nicht zur Losung fiihrte, sondern erst ein endlicher
Wert fiir & die Ubereinstimmung von Theorie und Experiment liefert. So hat-
te Planck nahezu unfreiwillig den Grundstein der Quantenphysik und eine
der wichtigsten Groflen, das Planck’sche Wirkungsquantum, eingefiithrt. Wie
war sein Losungsweg im einzelnen:

Planck forderte, dafl die Atome in der Wand des Hohlraums ihre Energie
nicht kontinuierlich abgeben geméfl kgT', sondern, dafl dies nur quantisiert
geschieht proportional zur Frequenz v und einem Wirkungsquantum h:

(2.10)

Der Zahlenwert fiir dieses sog. Planck’sche Wirkungsquantum be-
tragt:

|h =6.626-10%Js] (2.11)

Da die Energieabgabe der Oszillatoren in der Wand nur quantisiert vor-
kommt, mufl die Energie der Eigenschwingung w des elektromagnetischen
Feldes immer ein ganzzahliges Vielfaches des Planck’schen Wirkungsquan-
tums (mal v) sein.

w = nhv (2.12)

n ist eine ganze Zahl. Die Temperatur wird jetzt eingefiihrt, indem man
die Besetzung dieser diskreten Energiewerte geméfl einer Boltzmann-Statistik
gewichtet. Genau dies ist ein Ergebnis der Betrachtung {iber die wahrschein-
lichste Verteilung der Energie auf mehrere Zustande (siehe Skript zu Physik
IV - Quantenstatistik). D.h. die Wahrscheinlichkeit p, dafl ein Zustand zur
Frequenz v mit n Energiepaketen besetzt ist, skaliert bei einer Temperatur
T mit:

_ mnhv

p(n) < e FsT (2.13)

Dieser Zusammenhang ist in Abb. 2.4 illustriert. nach oben aufgetra-
gen sind die moglichen Frequenzen, die im Hohlraum schwingen kénnen (14
bis 14 ). Nach rechts die Besetzung dieser Moden mit n Schwingungsquan-
ten der Grofle hv. Geméf der Boltzmann-Statistik sind die Schwingungs-
moden mit kleiner Frequenz exponentiell haufiger besetzt als Schwingungs-
moden hoherer Frequenz. So kommen Zustdnde mit sehr hohen Frequenz
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Abbildung 2.4: Die Energiedichte der Hohlraumstrahlung wird durch eine
Besetzung der Schwingungsmoden zu Frequenzen v geméif einer Boltzmann-
Statistik ermittelt.

exponentiell seltener vor als Zusténde bei kleinerer Frequenz. Dies ist ein
Resultat der Entropieiiberlegung: nehmen wir als Beispiel 10 unterschiedli-
che Moglichkeiten fiir Oszillatoren, die jeweils eine Energie (E = hv von 1 eV
bis 10 eV) besitzen. Wollen wir in dem System ausdriicken, daf die Gesam-
tenergie aller Oszillatoren 10 eV ist, so haben wir die Moglichkeit entweder
nur einen einzelnen 10 eV Oszillator anzuregen und alle anderen Oszillatoren
in Ruhe anzunehmen (n=1|10eV und n=0|9eV und n=0|8eV etc.). Hierbei
gibt es nur eine Realisierungsmdglichkeit. Alternativ dazu, konnte man die
Energie etwas gleichméfiger auf die Oszillatoren verteilen (n=0[10eV und
n=0/9¢V und n=0|8¢V ... n=1|3eV und n=2|2e¢V und n=3|1eV). Betrachtet
man alle moglichen Permutationen so erkennt man, dafl eine gleichméfligere
Verteilung der Energie sehr viel mehr Realisierungsmoglichkeiten besitzt und
deshalb wahrscheinlicher ist, wie schon Gl. 2.13 ausdriickt.

Die mittlere Energie w pro Eigenschwingung gewichtet mit dieser Wahr-
scheinlichkeit ergibt sich demnach aus:

[e'S) [e%S)
_ nhy 1
n=0 n=0 Zn:Oe kBT

man erhalt
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1
hv
ersT — 1
Die Energiedichte der Hohlraumstrahlung ergibt schliefllich aus dem Pro-
dukt der Zustandsdichte der Eigenschwingungen gemafl Gl. 2.7 und deren

mittleren Energie gemafl Gl. 2.15:

w = hv (2.15)

8m? hv

hv

3
¢ eRsT — ]

w,(v)dv = wdn = dv (2.16)

Dies bezeichnet man als Planck’sches Strahlungsgesetz. Dieses Gesetz
gibt die spektrale Energiedichte (gem#fi Gl. 2.9) eines Hohlraums bei der
Temperatur T iiber den gesamten Frequenzbereich richtig wieder (siche Abb.
2.5).

w(v) a

v

Abbildung 2.5: Energiedichte der Hohlraumstrahlung gemafl dem
Planck’schen Strahlungsgesetz.

Wie kann man jetzt in einem Messaufbau das Planck’sche Strahlungsge-
setz iiberpriifen. Betrachten wir zunéchst eine Flidche auf der Innenseite des
Hohlraums. Die Energieéinderung pro Zeit eines Flachenelements dF’, auf das
von einem Raumwinkel d€2 die Strahlungsleistung S, im Frequenzbereich dv
einfallt, ist gegeben als:

AWy
dt

A, ist das Absorptionsvermogen (0 < A, < 1). Die Fliche wiederum
emittiert Strahlung und &ndert dadurch seine Energie, geméf:

= A, 8, dvdFdS (2.17)
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dWg
dt

E, ist das Emissions-Vermogen (gleiche Einheit wie S,). Im Gleichgewicht

bei einer bestimmten Temperatur T des Wandelements muf gelten 994 —

di
%. Daraus folgt das sog. Kirchhoff’sche Gesetz:

= E,dvdFdS) (2.18)

—r_3, (2.19)

D.h. das Emissions- und Absorptionsvermogen eines Korpers bei einer
Temperatur 7" sind direkt verkniipft iiber die spektrale Strahlungsdichte, die
seinerseits materialunabhdngig ist. Erzeugt man nun einen sog. schwarzen
Strahler, bei dem das Absorptionsvermogen A, = 1 ist, so ist die Emission
dieser Fliache auch maximal (E, = A,S,). D.h ein perfekt schwarzer Korper,
der zur Emission gebracht wird sondern ein Strahlungsspektrum ab, dafl
unabhdngig von der Wahl des Materials ist! Damit 148t sich die Formel fiir S
in idealer Weise testen.

Dies wird realisiert in einer sogenannten Ulbricht-Kugel, bei der die
Offnung in einem glithenden Hohlraum (bei Temperatur T') als Kalibrierstan-
dard dient, um eine genormte spektrale Verteilung w, (T) gemé Gl. 2.16 zu
erzeugen.

Das Planck’sche Strahlungsgesetz kann jetzt iibereinstimmend mehrere
Gesetzmaéfigkeiten konsistent erkléren:

e Rayleigh-Jeans-Gesetz

Oben wurde erwiahnt, dafl das Raleigh-Jeans-Gesetz fiir sehr kleine Fre-
quenzen das Experiment gut wiedergibt. Fiihrt man eine N&aherung
hv < kgT in Gl. 2.16 durch, ergibt sich wieder das Raleigh-Jeans
Gesetz:

812
3

w,(v)dy = kgT (2.20)

e Stefan-Boltzmann-Gesetz

Die abgestrahlte Leistung eines Korpers bei Temperatur T° wurde em-
pirisch durch das Stefan-Boltzmann-Gesetz beschrieben (P = oT*
[Wm™2]). Dieses Gesetz lifit sich durch Integration von Gl. 2.16 {iber
den gesamten Frequenzbereich ableiten. Die Energiedichte in dem Hohl-
raum ergibt sich aus:
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o 8th [ V3
v=0 C =0 ekBT — 1
: _ _hv
mit x = inT

oty - 52 (127

3

/ A (2.22)

=0 er —1

man erkennt, daf die Energiedichte in dem Hohlraum mit 7 skaliert.
Die abgestrahlte Leistung (= Emissions-Vermogen) fiir ein Wandele-
ment des Hohlraums (im Gleichgewicht mit der Hohlraumstrahlung)
entspricht der Strahlungsdichte S, integriert iiber den Halbraum 2.
Es ergibt sich:

o
47

P =S(T)2r w(T)2m (2.23)
Betrachtet man allerdings die Abstrahlung durch eine Offnung des
Hohlraums, ist die Oberflache nicht im Gleichgewicht mit dem Strah-
lungsfeld, da die Strahlung nur von der Seite des Hohlraumes einfillt,
aber nicht aus der Umgebung von aussen. Nachdem ein Halbraum
fehlt, ist die abgestrahlte Leistung pro Flichenelement eines schwar-
zen Korpers gegeben als:

1
P=3P'= Ew(T) —oT*  [Wm™ (2.24)

mit ¢ = 5.67 - 107 3Wm 2K~

Wien’sches Verschiebungsgesetz

Wien beobachtete, dal das Produkt aus Wellenldinge am Maximum
der abgestrahlten Leistung mit der Temperatur des Hohlraums immer
einen konstanten Wert annimmt (siche Abb. 2.6):

AmT’ = const. (2.25)

Um dieses Gesetz aus Gl. 2.16 abzuleiten, transformieren wir die Fre-
quenzabhéngigkeit in eine Wellenléngenabhéngigkeit. Man erhalt:

8t 3 1 c

AMad\ = —h—————dA 2.2
w( )/\ C3 Ag 6% - 1 )\2 ( 6)
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w(d) a

>
>>V

Abbildung 2.6: Das Produkt aus der Wellenldnge am Maximum der Ener-
giedichteverteilung und der Temperatur des Hohlraums ist konstant geméf
dem Wien’schen Verschiebungsgesetz.

Fiir die Umwandlung von v in A gilt zu beachten, dafl auch dr um-
gewandelt werden muft. Das Maximum dieser Energiedichte legt die
Wellenlange A, fest. Aus der Bedingung:

0 (8t ¢ 1 c
— | = | = 2.2
O\ <c3 /\36“’&_1)\2) 0 (2.27)

ergibt sich die Bedingung:

5(e*—1) —b/Ae?* =0 (2.28)

mit b = he/(kgT'). Diese Gleichung kann man nach dem Quotienten
b/ A auflosen, was der Bedingung \,, T = const. entspricht.

Man erkennt, dafl das Planck’sche Strahlungsgesetz eine Reihe von Be-
obachtungen konsistent erklédrt, obwohl anzumerken bleibt, daff Planck sein
Wirkungsquantum zunéchst nur als theoretisches Hilfsmittel eingefiihrt hat-
te.

Anwendungen findet das Planck’sche Strahlungsgesetz vielfach. Zum
einen als Kalibriermoglichkeit bei spektral aufgelosten Messungen. Zum an-
deren als Moglichkeit die Temperatur eines Korpers zu bestimmen durch
Vergleich mit der Messung der spektralen Verteilung der Emission. Dies wird

1Zunichst gilt d\ = —-zdv. Zudem miissen aber auch noch die Integrationsgrenzen

umgedreht werden. Deshalb wird direkt dv mit 5d\ ersetzt.
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verwendet, um die Temperatur glithender Kérper beriihrungslos (Pyrometer)
zu messen bzw. um die Oberflichentemperatur von Sternen zu bestimmen.
So zeigt sich zum Beispiel, dafl die Oberflichentemperatur der Sonne ca. 5800
K betrigt.

2.1.2 Photoeffekt

Der néchste Schritt zu der Entwicklung der Quantenphysik war die
Einfiihrung des Photons. Einstein hatte an dem Energiebegriff der Elektro-
dynamik auszusetzen, dafl dort die Energie nicht lokalisiert ist, sondern sich
gleichformig im Raum verteilen sollte (geméB eo(E? 4 ¢?B?)). Dies steht im
formalen Widerspruch zum Energiebegriff in der klassischen Mechanik be-
wegter Korper. Er postulierte daraufhin, dafl das Strahlungsfeld selbst sich
aus Quanten der Energie hr, den Photonen, zusammensetzt. Die ist im
Unterschied zu sehen zur Planck’schen Hypothese, der nur gefordert hatte,
daf} die Ostzillatoren in der Wand des Hohlraums ihre Energie quantisiert
abgeben. Einstein verband die Elektrodynamik und seinen Photonenbegriff
indem er postulierte, dafl die elektromagnetischen Felder, wie sie aus den
Maxwell-Gleichungen folgen, einer Uberlagerung von einer Vielzahl von Pho-

tonen entsprechen.
;IVS

O——>
Oo0— o >

jo)

O o—

Abbildung 2.7: Beim Photoeffekt werden Elektronen aus dem Festkorper
durch einfallende Photonen ausgelost. Dies fithrt zu einem Stromfluf§ in ei-
nem externen Stromkreis.

Diese Uberlegungen Einsteins zum Photon ermdglichten schlielich auch
die konsistente Erklarung des Photoeffekts (siehe Abb. 2.7). Einstein po-
stulierte, das genau ein Energiequant (= Photon) absorbiert wird, um ein
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Elektron aus einem Festkorper herauszulosen.

Beim Photoeffekt fallt Licht auf einen Festkorper und 16st dort Elektro-
nen aus. Dieser Festkorper bildet eine Flache eines Kondensators, an den
ein elektrisches Feld angelegt ist. Je nach Polaritét, werden die austretenden
Elektronen beschleunigt bzw. abgebremst; es flieit Strom. Bei der Strom-
Spannungs-Charakteristik dieser Anordnung beobachtet man charakteristi-
sche Messkurven ,wie in Abb. 2.8 gezeigt. Ab einer bestimmten Spannung
—Uj setzt ein Strom ein, der bei héherer Spannung schliellich sattigt. Meh-
rere Beobachtungen wurden gemacht:

Lichtintensitat

e

!
-U,

v

Abbildung 2.8: Strom-Spannungs-Charakteristik in dem Versuch, wie er
in Abb. 2.7 gezeigt ist.

e Die minimale Spannung —Uj, oberhalb der ein Stromflufl beobachtet
wird, héngt nur von der Frequenz des Lichtes ab, nicht von dessen
Intensitét.

e Der Strom hingt nur von der Intensitat des Lichtes ab.

Diese Beobachtungen konnten durch das Postulat erklirt werden, dafl
die Energie eines Photons bei dessen Absorption komplett zum Herauslosen
des Elektrons aus dem Festkorper aufgewendet wird. Die kinetische Ener-
gie (die das Elektron bendtigt, um z.B. in einem elektrischen Gegenfeld im
Kondensator die andere Elektrode zu erreichen) ist abhéngig von dem Elek-
trodenmaterial. Dies 148t sich ausdriicken als:

Egin = hv — ® 4 (2.29)

® 4 bezeichnet man als Austrittsarbeit. Diese Arbeit wird mindestens
bendtigt, um ein Elektron aus dem Festkorper herauszulosen.
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Fiir den Punkt, an dem der Strom einsetzt, ist die kinetische Energie der
Elektronen gerade so grof}, dafl sie gegen das Gegenfeld gemafi —U, anlau-
fen kénnen und die andere Elektrode erreichen. D.h. fiir das Einsetzen des
Stromes an der Spannung —U, gilt

—eUy=hv — 4y (2.30)

Tragt man jetzt die Werte fiir das Einsetzen der Spannung gegen die
Frequenz der Photonen v auf, so bekommt man aus der Steigung der Gera-
den eine Bestimmungsgleichung fiir das Planck’sche Wirkungsquantum (siehe

Abb. 2.9).

-eU,

v

@, / hv

Abbildung 2.9: Bestimmung des Planck’schen Wirkungsquantums h und
der Austrittsarbeit ® 4 durch den Photoeffekt.

Der Photoeffekt ist ein wichtiger Mechanismus fiir zahlreiche Anwendun-
gen der Physik: (i) Bei der Rontgenelektronenspektroskopie 16st ein sehr
kurzwelliges Elektron ein stark gebundenes Elektron aus einem Material her-
aus. Nachdem dieses Elektron nicht an der chemischen Bindung in dem Mate-
rial teilnimmt ist seine Bindungsenergie fast ausschliefllich von der Identitét
des Elements bestimmt. D.h. die kinetische Energie dieser Elektronen ist cha-
rakteristisch fiir die Zusammensetzung einer Probe. (ii) Der Photoeffekt wird
auch in jeder Solarzelle genutzt, da dort ein Photon in ein freies Elektron um-
gesetzt wird, dass sich diesmal aber innerhalb des Materials bewegen kann
und zum Stromtransport beitrigt.

2.1.3 Comptoneffekt

Bislang wurde die Existenz von Photonen von Einstein 1905 nur postu-
liert. Erst 1922 gelang es Compton, den Teilchencharakter von Photonen
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experimentell nachzuweisen. Grundlage waren Experimente zur Lichtstreu-
ung (Rontgenlicht) an Elektronen (siche Abb. 2.10). Compton durchstrahl-
te Folien mit Rontgenlicht und beobachtete neben der Beugung (elastische
Streuung), einen zusatzlichen Peak entsprechend einer inelastischen Streuung
der Rontgen-Photonen an freien Elektronen. Der Peak der Beugung entsteht
durch die elastische Streuung von Réntgenquanten an stark gebundenen Elek-
tronen in den Atomen, wahrend der zusatzliche Peak durch die inelastische
Streuung an schwach gebundenen, &dufleren Elektronen stattfindet. Photo-
nen konnen Impuls und Energie an diese schwach gebundenen Elektronen
iibertragen und sie aus ihrem Bindungszustand herauslosen.

Compton konnte diese Beobachtung konsistent beschreiben indem er ei-
nem Photon eine Energie hv und einen Impuls hk zuweist und den Streupro-
zel analog zum Zweier-Stof3 in der klassischen Mechanik beschrieb.

nk,

Pe-

Abbildung 2.10: Beobachtung von Peaks geméifl der elastischen und in-
elastischen Streuung von Rontgen-Photonen an Elektronen beim Durchgang
durch eine diinne Folie.
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Wenn wir die Energie des einfallenden Rontgenquants mit hr bezeichnen
und die Energie des gestreuten Rontgenquants hvg, so ergibt die Energieer-
haltung:

hito = h + Egin o (2.31)

Elin o~ ist die kinetische Energie des Elektrons an dem Streuung statt-
fand. Da Rontgenquanten Energien in der Groflenordnung von keV haben,
muf} der Streuprozefl relativistisch gerechnet werden. Mit 3 = Z ergibt sich

die kinetische Energie zu:

1
N

Der Impuls eines Photons 148t sich formal aus dessen Energie ableiten:

Ein.e- = moc® — mc? (2.32)

E=hvr= — w=hck (2.33)

h

In Analogie zu einem klassischen freien Teilchen ist p = %. Damit ergibt
sich fiir v = ¢ der Impuls eines Photons zu:

Pho = hk (2.34)

Die Impulserhaltung 18t sich mit dem Wellenvektor des einfallenden
Rontgenquants kg und des gestreuten Réntgenquants k: ausdriicken als (siehe

Abb. 2.11):
hko = hks + Pa- (2.35)
auch hier mufl der relativistische Impuls verwendet werden

mov

Bei gegebener Streugeometrie, bei der das Rontgenquant um den Winkel
¢ gestreut wird, ergibt die Impulserhaltung:

(2.36)

‘h/%o _

s| = |Pe-| (2.37)

Die linke Seite 10st sich mit dem Cosinussatz auf zu:

ko — ks

= |ko|® + |ks|> = 2 |ko] | ks| cos ¢ (2.38)

Mit hk = h% ergibt sich so die Impulserhaltung zu:
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hv,

ik,

pe-

Abbildung 2.11: Impulsiibertrag bei der Streuung von Réntgen-Photonen
an freien Elektronen.

h? 1
= (Vg + V2 — 2ugrscos @) = = ﬁngUQ (2.39)
Die Energieerhaltung ergibt sich zu:
2 4
(huo — hvg + m002)2 = {@;2 (2.40)

Jetzt haben wir die zwei Gleichungen 2.39 und 2.40 abgeleitet fiir die
beiden Unbekannten - der Frequenz des gestreuten Photons v, und der Ge-
schwindigkeit des herausgelosten Elektrons v. Nachdem wir v eliminieren und
v jeweils durch A = ¢/v ersetzen und 1 — cos ¢ = 2sin?(¢/2) benutzen, erhilt
man als Wellenldnge des gestreuten Lichtes:

As = Ao + 2).sin?(¢/2) (2.41)
mit
Ae = o 2.4262 - 10 2m (2.42)
mopcC

Ae bezeichnet man als Compton-Wellenlidnge des Elektrons. Sie ent-
spricht der Wellenldngendnderung des Rontgenphotons bei einer Streuung
um 90°.

Photonen besitzen auch einen Drehimpuls. Die Absorption und Emission
von Photonen durch die Anregung bzw. Abregung eines Elektrons in einem
Atom zeigt, daf} sie jeweils den Drehimpuls des Elektrons um A erniedrigen
bzw. erh6hen kéonnen. Dementsprechend wird einem Photon der Drehimpuls
S zugeordnet:
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Das Vorzeichen entspricht jeweils rechts- bzw. links-zirkular polarisiertem
Licht. Die Ruhemasse eines Photons ist Null, da es sich mit Lichtgeschwin-
digkeit bewegt. Dies ergibt sich aus der speziellen Relativitdtstheorie.

Nach der Beziehung E = mc? 148t sich dem Photon allerdings for-
mal eine Masse zuweisen, da hry = mc? gilt. Diese Masse kann mittels
MoBbauereffekt sichtbar gemacht werden. Nach dieser Methode kann die
Frequenz eines Photons mit grofiter Genauigkeit gemessen werden. Bewegt
sich jetzt ein Photon im Gravitationsfeld der Erde, so dndert es seine po-
tentielle Energie, da der Ort der Gesamtmasse dieses Photons sich &éndert.
Die Energieéinderung wird an einer Frequenzénderung des Photons sichtbar.
d.h. bewegt sich das Photon entgegen der Richtung der Gravitationskraft so
findet eine sehr kleine aber messbare Rotverschiebung statt.

Zusammenfassend ergeben sich fiir die Eigenschaften eines Photons:

Energie £ = hv=hw (2.44)
Impuls 7 = hk (2.45)
Drehimpuls § = :I:h% (2.46)
Ruhemasse my = 0 (2.47)

Abbildung 2.12: Photodetektoren, die eine Lichtquelle geringer Intensitét
umgeben, werden zu diskreten Zeiten einzeln ausgelGst.

Der duale Charakter von Photonen, einmal als Teilchen und einmal als
Welle, 148t sich in vielen Experimenten beobachten. Betrachtet man eine
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hv |~ -

o |

Quelle hv |"

Abbildung 2.13: Fillt Licht geringer Intensitdt durch einen Doppelspalt
erfolgt die Schwirzung einer Photoplatte nur an diskreten Punkten. Erst
nach langer Belichtung wird das Interferenz-Muster sichtbar.

Lichtquelle geringer Intensitéit, so zeigen umgebende Photodetektoren im-
mer das Eintreffen einzelner Pulse, der Photonen, an (sieche Abb. 2.12). Erst
durch die Integration iiber eine grofie Lichtmenge erkennt man das Bild ei-
ner ausgehenden Kugelwelle. Dasselbe gilt fiir die Transmission/Beugung von
Licht durch/an einen Einfach- oder Doppelspalt (siche Abb. 2.13). Bei gerin-
ger Intensitédt tritt an einzelnen Punkten auf dem Film eine Schwérzung auf.
Erst nach langer Exposition wird das charakteristische Bild einer Interferenz
sichtbar. Man spricht von Welle-Teilchen-Dualismus.

2.2 Wellencharakter von Teilchen

In Analogie zur erfolgreichen Beschreibung von Licht als Teilchen liegt es
nahe auch den Teilchen Welleneigenschaften beizumessen.

2.2.1 Materiewellen

1924 postulierte deBroglie, dafi Teilchen sich wie Wellen verhalten sollten.
Ein Teilchen mit dem Impuls

p =h_k (2.48)
> Y

sollte formal die Wellenlédnge besitzen:

h h h
)\eroie:_:_:— 2.49
deBrogl p mv  \2mE, ( )

Dies bezeichnet man als deBroglie-Wellenldnge. 1926 konnten Da-
visson und Germer zeigen, dafl bei der Durchstrahlung von diinnen Folien
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mit Elektronen (siehe Abb. 2.14) tatsdchlich Beugungsmuster auftraten, die
durch die Wellen, entsprechend der deBroglie Wellenldnge, beschrieben wer-
den koénnen.

1

Abbildung 2.14: Beim Durchgang monoenergetischer Elektronen durch
eine diinne Folie beobachtet man Beugungsmuster &hnlich dem Durchgang
von Rontgen-Quanten durch eine Folie.

Diese Welleneigenschaften von Teilchen werden heute vielfach fiir Beu-

gungsexperimente ausgenutzt. Je nach Art des Teilchens ergibt sich eine
andere Art der Wechselwirkung bzw. Informationstiefe und -art. Bekannte
Beispiele sind:

e Elektronenbeugung

Bei der Elektronenbeugung wird ein monochromatischer Elektronen-
strahl an einer Oberfliche gebeugt. Im Beugungsbild erkennt man die
Symmetrieeigenschaften dieser Oberfliache, da wegen der geringen Ein-
dringtiefe der Elektronen in einen Festkorper, gestreute Elektronen nur
von den obersten Atomlagen stammen konnen (sieche Abb. 2.15).

Atomstrahlinterferenz

Auch bei monochromatischen Atomstrahlen beobachtet man Interfe-
renz hinter z.B. einem Doppelspalt, da sich das Experiment als Ausbrei-
tung von Atomwellen beschreiben lassen kann (siche Abb. 2.16). Dies
ist auf den ersten Blick iiberraschend, da ein einzelnes Atom gleich-
wohl durch einen der beiden Spalte des Doppelspaltes gegangen sein
muf}. Allerdings erfordert die quantenmechanische Beschreibung dieses
Experiments die Formulierung in Form einer Wellenfunktion, die als
Ergebnis eben ein Interferenz-Muster nach dem Durchgang von Heliu-
matomen durch einen Doppelspalt erfordert.

e Neutronenbeugung
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Abbildung 2.15: Bei der Beugung von Elektronen an Oberflichen lassen
sich charakteristische Peaks geméfi der Symmetrie dieser Oberfliche beob-
achten.

Abbildung 2.16: Beim Durchgang von Atomen durch einen Doppelspalt
lassen sich wieder Interferenz-Muster beobachten.

Die Beugung von monochromatischen, niederenergetischen Neutronen
an einem Kristall ergibt ein dhnliches Beugungsbild, wie man es durch
Rontgenbeugung erhélt. Allerdings werden die Rontgenphotonen an
den gebundenen Elektronen gestreut, wihrend die Neutronen am mas-
siven Atomkern gestreut werden. Bei gleicher Energie ist der Im-
pulsiibertrag bei Neutronen hingegen viel besser, was es erlaubt auch
die Anregung von Schwingungen in einem Kristall zu studieren und
nicht nur dessen geometrische Struktur.

2.2.2 Wellenfunktion

Wie kann man die Wellennatur eines Teilchens formal fassen? Als Ansatz
wéhlt man zunéchst den einer ebenen Welle. In unserem Fall entspricht dies
der sog. Materiewelle:
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U = CeltF) = Cen(Bt-po) (2.50)

Im Unterschied zu Photonen, haben Materiewellen allerdings eine sog.
Dispersion, d.h. die Frequenz der Welle héngt von der Wellenléinge ab. Die
Phasengeschwindigkeit ergibt sich aus:

w
VPhase — E (251)

Im Fall von Licht ist die Beziehung von w und k gegeben als w = ck. Im

Fall von Teilchen ist allerdings die Beziehung gegeben als:
2 h2k? hk
EF=hw= 2p—m = % — UPhase = % (252)

d.h. die Phasengeschwindigkeit einer Materiewelle dndert sich mit der
Wellenldnge (Bei Lichtwellen ergibt sich wegen w/k = ¢ als Phasengeschwin-
digkeit die Lichtgeschwindigkeit, unabhéngig von der Wellenlénge).

Vergleicht man die Phasengeschwindigkeit mit der Teilchengeschwindig-
keit VTeilchen = % = % so stellt man fest, daf3 die Phasengeschwindigkeit nur
der halben Teilchengeschwindigkeit entspricht vppese = %'UTeﬂChen.

Um die Lokalisierung eines Teilchens im Raum wiederzugeben, daf sich
mit Vpeichen ewegt, ist es nahe liegend Teilchen nicht durch eine ebene Welle

sondern durch ein Wellenpaket darzustellen (siche Abb. 2.17):

U= gellt=h) (2.53)
J

Ein Wellenpaket sei im Impulsraum durch die Uberlagerung von ebenen
Wellen in einem Bereich kg + Ak/2 definiert:

k‘o+Ak/2 )
U(z,t) = / c(k)e'“t=h) g (2.54)
ko—Ak/Q
mit Ak < ko 1a8t sich anndhern c(k) =~ c(ky) und:
ow
= —(k—k 2.55
W= wp + ak,( 0) (2.55)
damit ergibt sich:
‘ Ak/2
U(x, t) = c(k‘o)el(wot—kom)/ e dk (2.56)
~Ak/2
mit der Substitution u = g—“,;} kot — x, die einer Transformation in das

mitbewegte Bezugssystem entspricht, ergibt sich schliellich:
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Abbildung 2.17: Eine Materiewelle sollte idealerweise als Wellenpaket vor-
stellen, um der Lokalisierung des Teilchens Rechnung zu tragen.

in(uAk/2) .
U(x,t) = 24%)%5@&—%@ (2.57)
u
Man erhélt ein Wellenpaket mit einer Amplituden-Verteilung w.
Dies Dispersion dieser Materiewelle ist:
E 2 hk?
S - (2.58)

h o 2mh  2m

Das Wellenpaket bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit v, = g—‘;
fort:
Oow  hk
Vg = = — = £ = UTeilchen (259)

I 0k m  m
Man erkennt, dafl der Ansatz einer Materiewelle als Wellenpaket ein Teil-
chen wiederspiegelt, dafl sich mit der Geschwindigkeit gemé&fl der klassischen
Beschreibung fortbewegt.
Diese Beschreibung von Teilchen als Materiewellen hat allerdings drei
entscheidende Nachteile beziiglich der physikalischen Interpretation:

e imaginir

Der Ausdruck fiir die Materiewelle kann imaginér werden. Was bedeutet
dies fiir das Teilchen?
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e Dispersion

Eine Materiewelle zeigt Dispersion, d.h. sie lduft in Raum und Zeit
auseinander. Wie vereinbart sich das mit der Lokalisierung eines Teil-
chens?

e Unteilbarkeit

Ein Elementarteilchen, wie das Elektron, sollte eigentlich unteilbar sein.
Eine Welle hingegen 148t sich durch einen Strahlteiler in mehrere An-
teile aufspalten.

Max Born fithrte in Anlehnung an die Uberlegungen Einstein’s zum
Photonenbegriff folgende Deutung ein: das Quadrat der Wellenfunktion be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit in einer Messung am Ort x und zum Zeit-
punkt ¢ ein Teilchen vorzufinden:

|U(z,1)|* beschreibt die Wahrscheinlichkeit am Ort z zum Zeit-
punkt ¢ ein Teilchen vorzufinden.

Mit dieser Definition hat die Wahrscheinlichkeits-Interpretation als neue
Komponente in der Physik Einzug gefunden. Born hatte diese Schlussfol-
gerung in Analogie zum Photon gemacht. Die Uberlagerung von Photonen
ergibt das elektromagnetische Feld (o< E) im Raum. Bei einer Messung eines
Photons wird allerdings die Intensitéit (o< E?) gemessen. In analoger Weise
werden die Teilchen durch die Wellenfunktion W beschrieben, ihre Messung
allerdings durch eine Wahrscheinlichkeitsamplitude W2,

Das Verstéandnis und die Bedeutung einer Wellenfunktion fiithrte zu einer
lang anhaltenden Kontroverse, da mit ihr die Bestimmtheit und der Deter-
minismus wie sie die klassische Physik beherrscht aufgegeben werden mus-
ste. Dies la3t sich mit dem Beispiel von Schrédinger’s Katze illustrieren
(siche Abb. 2.18). Nach diesem Gedankenexperiment befindet sich in einem
geschlossenen Container eine Katze. Weiterhin befindet sich darin eine radio-
aktive Quelle, die einen Mechanismus auslost der wiederum Gift freisetzt und
damit diese Katze in dem Gedankenexperiment totet. Wann dies eintritt ist
jedoch zufillig, da der radioaktive Zerfall, der den Mechanismus auslést auch
nur ein statistischer Vorgang ist. Die Frage lautet nun - wann stirbt die Kat-
ze? erst wenn der Container geoffnet wird, oder vorher unabhéingig von dem
Beobachter? Nach der Quantenphysik ist die Wellenfunktion der Katze zu
Anfang eine kohdrente Uberlagerung des Zustandes tot und lebendig (ihnlich
der Uberlagerung der einzelnen Wellen in einem Wellenpaket zur Definition
des Ortes eines Teilchens):
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Abbildung 2.18: Schrédinger’s Katze: in einem geschlossenen Container
16st eine radioaktive Quelle einen Mechanismus aus, der per Gift eine Katze
totet. Das Ereignis selbst ist statistisch zuféllig durch die Natur des radioak-
tiven Zerfalls. Wann stirbt die Katze? Wenn der Beobachter den Container
offnet, oder unter Umstidnden schon vorher?

\IjKatze = \Iltot + \Ijlebendig (260)

Im Zeitpunkt der Messung (Offnen des Containers) kollabiert die Wellen-
funktion und das System realisiert eine der beiden Mdoglichkeiten des Systems
(tot oder lebendig) - die Mehrdeutigkeit verschwindet. D.h. die Quantenphy-
sik sagt, daB die Katze, wenn, dann erst beim Offnen des Containers stirbt.
Dies erscheint nicht sehr plausibel! Das Dilemma 16st sich auf, wenn man
beriicksichtigt, dafl die Katze als makroskopisches Objekt nicht durch eine
einzige Wellenfunktion zu beschreiben ist, sondern durch eine Uberlagerung
von sehr vielen (pro Elektron/Atom etc.). Diese Vielzahl von Wellenfunktion
sind aber nicht kohérent - so dafl die Dekohérenz nach kurzer Zeit dazu
fithrt, daf§ die Mehrdeutigkeit der Aussage tot oder lebendig im quantenme-
chanischen Sinnen nicht mehr sinnvoll ist. Durch die Dekohirenz geht das
makroskopische Objekt irreversibel in den neuen Zustand iiber.

2.2.3 Unscharfe-Relation

Durch die Formulierung der Teilchen als Wellenpaket 1é8t sich eine Aussage
iitber dessen Ortsunschéirfe machen. Die Amplituden der Wellenfunktion W
verteilen sich geméfl Gl. 2.57 zum Zeitpunkt ¢t = 0 wie:

sin(z &k
U(z) = —( )

. (2.61)
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Der Ort der ersten Nullstelle ist ein Maf} fiir die Unschérfe in der Lokali-

sierung eines Teilchens. Diese erste Nullstelle liegt am Ort 2 = Az bei (siehe
Abb. 2.19):

Az - % =7 (2.62)

mit dem Impuls eines Teilchens gegeben als:

p = hk (2.63)

ergibt sich die Unschérfe im Impulsraum zu:

Ap = hAk (2.64)

Damit erhélt man fiir das Produkt aus Orts- und Impulsunschérfe die
Beziehung:

AxAp =h (2.65)

Dies gilt fiir das oben abgeleitete Wellenpakete. Fiir allgemeine Formen
der Einhiillenden der Wellenpakete gilt allgemein:

260

Dies bezeichnet man als Heisenberg’sche Unschérferelation. D.h. will
man den Ort eines Teilchens schérfer festlegen, benétigt man im Impulsraum
eine breitere Verteilung der Fourier-Komponenten, bzw. Beitrige zu unter-
schiedlichen Wellenvektoren. Dies entspricht einer Unschérfe im Impulsraum.

Eine dhnliche Abschéitzung kann man auch beim Durchgang von Elek-
tronen durch einen Spalt aufstellen. Elektronen treten durch einen Spalt der
Breite d, wie in Abb. 2.20 skizziert. Es entsteht ein Beugungsmuster auf dem
Schirm. Betrachtet man die Anderung im Elektronenimpuls, so erhédlt man
fiir eine Ablenkung ¢:

Ap, = psin ¢ (2.67)

Betrachtet man das Elektron als eine Welle, die an einem Spalt der Breite
d gebeugt wird, so bekommt man fiir den Ort des ersten Maximums:

sin ¢ = 3 (2.68)

Die Ortsunschérfe ist hier gegeben durch die Breite des Spaltes, sprich
Az ~ d. Mit der deBroglie Wellenlénge eines Elektrons
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Abbildung 2.19: Die Ortsunschérfe bei der Beschreibung eines Teil-
chens mit einer Materiewelle 148t sich als erstes Minimum der Verteilung
sin(zAk/2)/x ausdriicken.

h

erhalt man schlieBlich aus Gl. 2.67 und Gl. 2.68:

_hoA
N Az
auch dies reduziert sich wieder zur Heisenberg’schen Unschérferelation:

Ap (2.70)

ApAx = h (2.71)

In Analogie zur Breite eines Wellenpaketes im Impulsraum, 148t sich auch
eine Breite des Wellenpaketes im Energieraum bzw. Frequenzraum angeben.
Dies beantwortet die Frage, wie genau die Energie des Teilchens sich mes-
sen 1af8t, wenn fiir diese Messung nur ein Zeitraum At zur Verfiigung steht.
Bei einem kleinen Zeitraum At konnen wir die absolute Zeit t + At/2 zu
der das Photon die Energie £ + AF besitzt genau ermitteln. D.h. die Ge-
nauigkeiten der gleichzeitigen Bestimmung von Energie und Zeitpunkt fiir
ein quantenmechanisches Objet sind untereinander verkniipft. Die Frequenz-
breite des Wellenpaketes ist zunédchst gegeben im Bereich wy + Aw um die
zeitliche Anderung der Wellenfunktion an einem festen Ort x in einem Zeit-
raum t + At/2 zu beschreiben:
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Abbildung 2.20: Beim Durchgang von Elektronen durch einen Spalt erhélt
man auch ein Beugungsmuster, was aus der Unschérferelation abgeleitet
werden kann.

wo+Aw/2 '
U= / Ce't=ha) gy (2.72)
wo—Aw/2
mit Aw < wy 148t sich annéhern ¢(w) = ¢(wp) und:
Ok
k= ko + a—w(w — CL)O) (273)

mit der Substitution u =t — g—f)x und Integration iiber den Frequenzraum
erhélt man schliefSlich:

sin(uAw/2)
——e

U(z,t) = 2c(wo) i{wot—koo) (2.74)

Bei dieser Beschreibung des Wellenpaketes ergibt sich eine weitere
Unschérferelation, die die Energie und die Zeit verkniipft mit:

AEAt > h (2.75)

Diese Energie-Zeitunschérfe wird in vielen Anwendungen sichtbar. Bei
der Erzeugung sehr kurzer Photonenpulse (Femtosekunden) wird die Ener-
gieunschérfe deutlich sichtbar an einer spektralen Verbreiterung. D.h. das
Licht eines Femtosekunden-Lasers ist weifl (= spektral breit). Ein anderes
Beispiel sind Emissionslinien von Atomen durch Ubergénge der Elektronen
von einer Schale zur anderen, wie weiter unten gezeigt wird. Ist die Aufent-
haltsdauer des Elektrons in einem Niveau sehr kurz, ist auch die Energie
des Elektrons in diesem Niveau nicht scharf definiert. Als Emission beob-
achtet man demnach keine scharfe Linie, sondern eine Linie endlicher Breite
verursacht durch die sog. Lebensdauer-Verbreiterung.
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Die Unschérferelation besagt, dafl es komplementire Grofien gibt, die
sich fiir ein quantenmechanisches Objekt nicht gleichzeitig bestimmen lassen
- Ort und Impuls bzw. Energie und Zeit. Dazu hatten sich zahlreiche Ge-
dankenexperimente entwickelt, wobei eines der berithmtesten die Diskussion
der Energie-Zeitunschérfe durch Bohr und Einstein anlésslich der Solvay-
Konferenz 1930 darstellt. Betrachten wir dazu einen Kasten, der durch eine
Uhr gesteuert einen Verschluss 6ffnet und ein Photon aussendet (siche Abb.
2.21). Ein externer Beobachter betrachtet diese Uhr und kann den Zeitpunkt
der Emission dieses Photons sehr genau bestimmen (d.h. At — 0). Vorher
und nachher wiegt er den Kasten iiber einen prézisen Federmechanismus.
Durch die Emission des Photons hat sich gemifi £ = mc?, die Masse des
Kastens geéndert. Aus der Differenz 148t sich genau die energie des Photons
bestimmen (d.h. AE — 0). Durch diese Anordnung hétte man den Zeitpunkt
der Emission und die Energie des Photons gleichzeitig beliebig scharf gemes-

sen, was im Widerspruch zur Unschérferelation steht. Wie 16st sich dies auf
?

Photon
emittiert at t=t,

= 2. 2
EF’hoton_mvorherC mnachherC

Abbildung 2.21: Gedankenexperiment von Einstein zur Umgehung der
Energie-Zeitunschérfe

Die Antwort von Bohr war folgende: durch die Emission des Photons
andert sich die Masse des Kastens und damit aber auch das Gravitations-
potential. Nachdem nach Einstein’s allgemeiner Relativitéitstheorie Zeit und
Gravitation verkniipft sind erzeugt die Anderung des Gravitationspotentials
eine Unschérfe in der Bestimmung des Zeitpunktes (s.h. der externe Beob-
achter kann den exakten Zeitpunkt nicht genau beobachten). Eine genaue
Analyse dieser Zusammenhénge liefert wieder AEAt > h.
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2.3 Atommodelle

2.3.1 Linienstrahlung

Vor der Entwicklung der Quantenphysik ist es Anfang des 20ten Jahrhundert
schon gelungen die Linienemission von leuchtenden Gasen in ein einheitliches
Schema zu ordnen. 1885 hat Balmer die Frequenzen der Emissions von Was-
serstoff angeordnet nach:

1 1

n ist eine ganze Zahl mit n > 2. Ry ist die Rydberg-Konstante, wie unten
beschrieben wird (Balmer hat natiirlich nur eine Abhéngigkeit beziiglich v
beobachtet, da zu seiner Zeit das Planck’sche Wirkungsquantum noch nicht
bekannt war). Diese Linienemission 148t sich verallgemeinern indem man ein
Termschema aufstellt, wie es in Abb. 2.22 gezeigt ist. Alle Uberginge von
Elektronen zwischen den einzelnen Niveaus fithren zur Absorption oder Emis-
sion eines Photons. Je nach dem welches untere Niveau dabei involviert ist,
ergibt sich eine andere so genannte Serie. Die Energie der Photonen ist:

1 1
hv = Ry (— — —) n <n (2.77)

n/2 n2

mit n’ = 1 der Lyman-Serie im Ultravioletten, mit n’ = 2 der Balmer-
Serie vorwiegend im Sichtbaren, mit n’ = 3 der Paschen-Serie vorwiegend
im Infraroten. Die einzelnen Linien der Serien werden mit den griechischen
Buchstaben «, 3, ¢ indiziert. H,, z.B. entspricht einer Wellenlédnge von 656.28
nm.

Bei n — oo ist der Nullpunkt der Energieskala definiert. Negative Ener-
giewerte kennzeichnen gebundene Zusténde der Elektronen.

2.3.2 Bohr’sches Atommodell

Wie 148t sich jetzt dieses zunéchst empirische Modell der Linienemission in
ein Modell iibertragen? Dieser Schritt ist zum ersten mal Niels Bohr 1913
gelungen. Sein Atommodell ist von folgendem Ansatz gepragt. Zunéchst be-
trachtet er das Elektron als klassisches Teilchen, daf3 sich um den Atomkern
auf einer Kreisbahn herum bewegt (siehe Abb. 2.23). Das System ist charak-
terisiert durch die reduzierte Masse pu = ﬁﬁ—% Das Kriftegleichgewicht auf
dieses Elektron fordert:
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Abbildung 2.22: Emission und Absorption von Linienstrahlung wird be-
schrieben als Ubergang von Elektronen zwischen unterschiedlichen Niveaus,
charakterisiert durch eine Hauptquantenzahl n. Bei diesem Ubergang wird
Energie abgegeben in Form von Photonen.

v? 1 Z,
= d7eg r2¢ (2.78)

Im klassischen Bild ist jeder Radius der Elektronenbahn erlaubt. Aller-
dings forderte Bohr jetzt, daff der Drehimpuls des Elektron quantisiert sein
muB. Diese Forderung ist identisch zur Forderung, dafl das Elektron auch
durch die deBroglie-Wellenléinge beschreibbar sein muf 2. Demnach muf} die
deBroglie-Wellenlénge ein ganzzahliges Vielfaches des Umfanges der Elektro-
nenbahn sein:

2mr = nhy mit A= — (2.79)
%
Diese Bedingung erlaubt nun nur diskrete Werte fiir die Bahnradien. Dem-
nach wird die Geschwindigkeit des Elektrons auf seiner Bahn mit Radius r
Zu:

2Bei der Formulierung des Bohr’schen Atommodells 1913 war die deBroglie Wellenléinge
noch nicht bekannt. Die Randbedingung ”quantisierter Drehimpuls” und ”deBroglie-
Wellenlénge” sind aber identisch.
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Abbildung 2.23: Das Bohr’sche Atommodell entspricht einem Planeten-
modell fiir die Elektronen um den Atomkern, bei dem die Elektronen nur
feste Bahnen einnehmen kénnen. Die Randbedingung fiir diese festen Bah-
nen ist durch die deBroglie Wellenlédnge festgelegt.

h
v=n (2.80)
2mpr
eingesetzt in Gl. 2.78 ergibt sich:
h2e n?
2 0
=n"———s=—= 2.81
e Tuzer 7 a0 ( )
ap bezeichnet man als Bohr’schen Atomradius:
ap = 5.2917- 107 "'m (2.82)
Die kinetische Energie des Elektrons auf seiner Umlaufbahn ist:
wo, 1 Ze? 1
Epin = =v* = = =—F, 2.83
F 2?} 24megr 9 Pt ( )
Die Gesamtenergie ergibt sich:
1 1 Ze?
E= Ek:m + Epot = _§Epot + Epot = §Ep0t = _871'607" (284)
mit 7 aus Gl. 2.81 ergibt sich:
4 2
e Z
E=- — 2.85
8eah? n? (285)
——
Ry=13.6eV
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Die Bedingung fiir die Umlaufbahn der Elektronen als ganzzahliges Viel-
faches der deBroglie Wellenlénge ist dquivalent zu einer Quantisierung des
Bahndrehimpulses:

h
2T pr
Bei der Entwicklung des Atom-Modells hatte Bohr gefordert, daf} sich die

klassische Physik als ein Grenzfall der Quantenphysik bei groflen Quanten-
zahlen ergeben soll. Dies bezeichnete er als Korrespondenzprinzip:

L = prv=purn =nh (2.86)

e Die Gesetze der Quantenphysik sollen bei groflen Quanten-
zahlen in die Gesetze der klassischen Physik iibergehen.

Die Abstrahlung eines Elektrons auf einer Kreisbahn erfolgt mit der Um-
lauffrequenz:
v uz2et
assisch — = 2.87
Vhlassisch =50 4ein3h? (2.87)
_In der Quantenphysik ist die Frequenz der abgestrahlten Photonen bei
Ubergéingen zwischen zwei Elektronenbahnen gegeben als:

_ pzret (1 L\ pZ?et (g +ni)(ne — i)\
VQuantenphysik = 86(2)h,3 F - n_z = 86(2)h3 nQni =

(2.88)
fiir ng,n; =n > 1 und ng — n; = An < ng, n; ergibt sich mit An = 1:

uZ?e* 2nAn uZ?et
VQuantenphysik = =
? Py 8e2h3 nt 4ein3h?

(2.89)

was identisch ist mit dem klassischen Ergebnis.
Das Bohr’sche Atommodell 1a8t sich mit folgenden Postulaten zusam-
men fassen :

e Ein Elektron bewegt sich auf einer Kreisbahn mit dem Radius

n2

T'n = 7@0 (290)

e Bei dieser Kreisbewegung strahlt es keine Leistung ab.

e Die Energie der Niveaus im Atom entspricht:

E=-Ry~; (2.91)
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e Die Emission und Absorption von Photonen ist mit
Ubergéingen der Elektronen zwischen den einzelnen Energie-
niveaus verkniipft. Die Energie der Photonen berechnet sich

zZu:
,(1 1

hv = RyZ* | = — — n; < ng (2.92)
i T

Insbesondere die Forderung Bohr’s, daf} sich die Elektronen strahlungslos
auf Kreisbahnen bewegen, ist in starkem Widerspruch zur Elektrodynamik.
Dieser Widerspruch wird erst durch die Entwicklung der Quantenmechanik
aufgelost.

In der Ableitung des Bohr’schen Atommodells ist die kinetische Energie
des Elektrons genau -1/2 mal der potentiellen Energie. Tragt man die Gesam-
tenergie iiber den Radius auf, so bekommt man eine Funktion proportional
zu —1/r. Bei einem r entsprechend dem Bohr’schen Radius ag ist die Gesam-
tenergie genau — Ry. Dieser funktionelle Verlauf der Energie mit r entspricht
aber nicht der tatséchlichen Variation der Gesamtenergie mit dem Radius.
Hierzu miissen wir eine quantenmechanische Ableitung der kinetischen Ener-
gie bemiihen, wie es in den folgenden Kapiteln gemacht wird. Zunéchst hilft
uns aber eine einfachere Betrachtung auf der Basis der Unschérferelation.

Der niedrigste Energiezustand ist mit £ = —Ry bzw. n = 1 definiert. Die-
ser ist in Einklang mit der Unschérferelation. Betrachtet man ein Elektron
in einem Atom mit Durchmesser a. Der Ort dieses Elektrons sei generell un-
bestimmt, er liegt lediglich innerhalb des Atomvolumens. Die Ortsunschérfe
des Elektrons ist demnach gegeben als Ax = a. Es ergibt sich aus dieser
Ortsunschirfe ein Mindestimpuls Ap - a = h3:

APQ h2

Bjin = 50 =
k 2m 2ma?

(2.93)

Die potentielle Energie des Elektrons im Abstand a im Coulombfeld des
Kerns ist:

62

Epot = -

(2.94)

4meqga

Demnach ist die Gesamtenergie:

3Bei Ableitung der Heisenberg’schen Unschérferelation ergibt sich je nach Formulierung
entweder h oder h: betrachtet man die gesamte Breite des zentralen Peaks des Wellenpa-
ketes so ergibt sich ApAx > h, betrachtet man die Breite des Wellenpaketes als die Grofie
bei der ¥ auf 1/e abgefallen ist, so ergibt sich ApAz > h.
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_Ry_

Abbildung 2.24: Energie des Elektrons in einem Wasserstoffatom gegeben
aus Summe der kinetischen und der potentiellen Energie. Nach der einfachen
Ableitung nach dem Bohr’schen Atommodell bekommt man fiir die gesamte
Energie die gestrichelte Linie. Erst das Minimierungsproblem auf Basis der
Unschérferelation erzeugt einen Gleichgewichtswert fiir den Ort des Elek-
trons bei dem Bohr’schen Radius ayg.

h2 2
E= S (2.95)

2ma?  4rmega

Aus dem Minimum der Energie berechnet sich ein minimaler Atomradius
dE _ ().
Amin (aus 5 = 0):

€0h2

¢ Tmez O (2.96)
Demnach wird die minimale Energie:
4

o — Ry (2.97)

Emz'n =~ T3 95979

8eZh?

Man erkennt, daf§ die Unschérferelation automatisch den niedrigsten Zu-
stand im Bohr’schen Atommodell bedingt (siche Abb. 2.24).
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Die quantisierte Energieabgabe oder -aufnahme der Atome lift sich am
Frank-Hertz-Versuch demonstrieren, wie in Abb. 2.25 skizziert. In einem
gasgefiillten Gefdfl werden Elektronen von einem Filament (F) zu einem Git-
ter (1) beschleunigt. Hinter dem Gitter liegt ein Gegenfeld an und die Elek-
tronen erreichen nur dann den Kollektor, wenn sie auf der Strecke zwischen
Filament und Gitter geniigend Energie aufgenommen haben um das Gegen-
feld zu iiberwinden. Die Strom-Spannungs-Charakteristik zeigt ausgeprigte
Peaks: falls die Beschleunigung der Elektronen ausreicht, um durch einen
Stofl mit einem Atom dessen Elektronen in ein hoheres Niveau anzuregen,
so verlieren sie Energie und koénnen das Gegenfeld zwischen Gitter (1) und
Kollektor (C) nicht iiberwinden. D.h. der Strom bricht zusammen. Die Peaks
bei hoheren Spannungen entstehen durch mehrere aufeinander folgende Stéf3e
der Elektronen mit den Gasatomen.

Filament

e

e

—

[

At

Abbildung 2.25: Beim Frank-Hertz-Versuch beobachtet man charakteristi-
sche Peaks in der Strom-Spannungs-Kennlinie, da die beschleunigten Elek-
tronen nur diskret ihre Energie an die Gasatome abgeben kénnen.
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Kapitel 3

Quantenmechanik

3.1 Schroédingergleichung

Bei der Entwicklung der Quantenphysik wurde der Welle-Teilchen-Dualismus
aufgelost, indem man Teilchen mit einer Wellenfunktion ¥ beschreibt. Der
Ort des Teilchens wird iiber die Wahrscheinlichkeitsamplitude |¥|? definiert,
die dem Ergebnis einer Ortsmessung entspricht.

Um die rdumliche und zeitliche Entwicklung dieser Wellenfunktion un-
ter dem Einfluss von dufleren Kréften bei bestehende Randbedingungen zu
beschreiben, benétigt man eine Gleichung. Dies ist analog zur klassischen Me-
chanik bei der das Newtonsche Axiom F' = m#, die Dynamik der Bewegung
charakterisiert.

Eine solche Bestimmungsgleichung hat Schrodinger postuliert, die
Schrodingergleichung. Bei der Ableitung ist er von folgenden Randbedin-
gungen ausgegangen:

e Die Gleichung darf nur eine Differentialgleichung in der ersten Ord-
nung in der Zeit sein.

D.h. es diirfen nur Terme hochstens von der Form %—%’ auftauchen. Ein
Term zweiter Ordnung hétte zur Folge, dafl es zwei Losungen zu ¢ und
—t gibt. Damit ist eine eindeutige zeitliche Entwicklung von ¥ (z,t =

0) — ¥(z,t = ') nicht mehr gegeben'.

e Die Gleichung darf nur linear in V sein damit das Superpositionsprinzip
qgilt.

! Allerdings existiert die sog. Dirac-Gleichung, mit der zweiten Ableitung nach der Zeit,
die dquivalent zur Schrodingergleichung ist. Die negative Zeit, die dort auftritt (Teilchen
bewegt sich in die Vergangenheit) wird dort interpretiert als ein Teilchen Antimaterie, das
sich in die Zukunft bewegt.
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Term der Form W2 sind nicht zuliissig, da damit das Superpositionsprin-
zip giiltig bleibt. Man fordert dass wenn ¥, und ¥, Losungen sind auch
U, + ¥, eine Losung ist. Falls Terme der Form ¥? in der Gleichung exi-
stieren, bekédme bei der Superposition sofort gemischte Glieder der Art
T, - Uy, die nicht automatisch die Gleichung erfiillen. Die Uberlagerung
von einzelnen Wellen, wie in einem Wellenpaket wire dann nicht mehr
automatisch eine Losung der Schrodingergleichung.

e Die Gleichung muf$ homogen sein, damit die Wellenfunktion normier-
bar bleibt.

Die Wellenfunktion muf} bei der Integration iiber das gesamte Volumen
einen endlichen Wert ergeben. Diese Integration mufl auch bei der An-
wendung auf die Schrodingergleichung selbst giiltig sein. Falls man eine
Gleichung konstruiert der Form:

ov
— =DV + 1
ot 1 (3:-1)

mit D einem allgemeinen Ausdruck fiir eine Manipulation von ¥ (z.B.
erste oder zweite Ableitung) und ¢ einer Inhomogenitéat. Multipliziert
man dies Gleichung mit ¥* und integriert iiber das gesamte Volumen,
so bekommt man am Ende Terme der Form [ ¢U*dV, die z.B. komplex
wéren. D.h. eine Normierung ist nicht mehr moglich.

e FEbene Wellen sollen Léosung der Gleichung sein.

Eine Wellenfunktion fiir eine ebene Welle sei gegeben als:

T = Aeitke—t) (3.2)
bzw. mit p = hk und £ = hw:

U — Aer (Pr—Brint) (3.3)

Von diesen Randbedingungen ausgehen hat Schrodinger die Bestim-
mungsgleichung postuliert. Fiir die Konstruktion dieser Gleichung kann man
zunéchst von einer ebenen Welle ausgehen. Bei einem stationdren Problem
sind p und FE zeitlich konstant. Damit 148t sich ein Separations-Ansatz
wéhlen, geméf:

U(x) = Ae*® U(z,t) = U(x)e ™" (3.4)

Die zweite Ableitung dieser Wellenfunktion nach x ergibt:
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o’ k? 2m
e E(—)uﬂ\p = —k*U = —~7 Ein¥ (3.5)
mit £ = Ej, + Epe ergibt sich:
h? 0%
o 92 + Byt V = EW (3.6)

Dies bezeichnet man als die stationdre Schrodinger-Gleichung. Sie
entspricht einer Bestimmungsgleichung fiir die stationdren Losungen eines
Problems. Die Wellenfunktionen V¥ sind die Eigenfunktionen und die Werte
fiir £ die jeweiligen Eigenwerte.

Im Dreidimensionalen ist die stationédre Schrédinger-Gleichung gegeben

als?:
hQ
Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion ergibt sich aus GIl. 3.3:
ov 1
— = ——Epn¥ 3.8
5 5B (3.8)

Aus Gl. 3.5 ergibt sich demnach fiir ein freies Teilchen (E,, = 0):
R* 9*w OV

om 0z2 ot

Schrédinger postulierte jetzt, dafl fiir ein allgemein zeitabhéngiges Pro-

blem fiir ein gebundenes oder freies Teilchen im Dreidimensionalen die Er-
weiterung gelten soll geméaf:

(3.9)

ov h?
ZFLE == —%A\P + Epot\ll (310)

Dies bezeichnet man als die zeitabhingige Schrédingergleichung.
Die potentielle Energie ist eine Funktion von Ort und Zeit FE,u.(r,t).
Die zeitabhéngige Schrodingergleichung ist Ausgangspunkt fiir alle nicht-
relativistischen Phanomene der Quantenphysik.

3.2 Anwendungen Schrédingergleichung

Im folgenden wird die Anwendung der Schrodingergleichung anhand einiger
typischer Beispiele verdeutlicht.

2 s _ 07 92 92
mit dem sog. Laplace-Operator A = 75— + 22 T a2

66 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 3. QUANTENMECHANIK 3.2. ANWENDUNGEN SCHRODINGERGLEICHUNG

3.2.1 Freie Teilchen

Betrachten wir zunéchst ein freies Teilchen. Nachdem fiir die potentielle Ener-
gie By, = 0 gilt, ist die Schrodingergleichung:
h? d*
———=FV 3.11
2m dx? (3.11)
Mit dem Ansatz ebener Wellen, ergibt sich wegen p = hk fiir die kinetische
Energie eines freien Teilchens:

h2k?
Ein 3.12
F 2m ( )
und
>
— = -k’ 3.13
dz? ( )
Diese Gleichung wird erfiillt durch den Ansatz:
U(z,t) = U(x)e ™ = Aeikr=wt) . Bemithe—wh) (3.14)

Der erste Term entspricht ebenen Wellen, die nach rechts laufen, wahrend
der zweite Term Wellen entspricht, die nach links laufen.

3.2.2 Potentialstufe

Betrachten wir jetzt eine Diskontinuitét, bei der die potentielle Energie im
Bereich I (z < 0) E,,t = 0 und im Bereich II (z > 0) gleich E,, = Ej ist,
gemafl Abb. 3.1. Als Ansatz fiir die Wellenfunktion im Bereich I setzten wir
wieder eine ebene Welle geméf:

() = Ae™ + Be (3.15)
Im Bereich IT gilt als Schrodingergleichung
>V 2m
@—Fﬁ(E—Eo)\If:O (3.16)

mit o = +1/2m(Ey — E) 1Bt sich die Gleichung reduzieren zu:

>V
—— —a*U =0 (3.17)

dx?

Als Lésung im Bereich IT ergibt sich demnach?:

3Hier kann « eine reelle oder imaginire Zahl sein, je nachdem ob E > Ej oder E < E
gilt.
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Apikx Deik'x

Epot:EO

Be-ikx

Abbildung 3.1: Potentialstufe

\I/[] = (Ce*® -+ De™* (318)

Bei der Beschreibung mit Hilfe von Wellenfunktionen sollen die Losungen
stetig differenzierbar sein. Dahinter verbirgt sich die Vorstellung, dafl bei
Wellen ganz allgemein keine Unstetigkeiten des Funktionswertes selber aber
auch nicht der ersten Ableitung auftreten sollen. Die zweite Ableitung der
Wellenfunktion kann unstetig sein. Diese zweite Ableitung entspricht genau
der kinetischen Energie eines Teilchens, wie man an der Schrédingergleichung
erkennt. Diese kinetische Energie kann sich sprunghaft &ndern, wie am Bei-
spiel der Potentialstufe im folgenden sichtbar wird.

Aus der stetigen Differenzierbarkeit ergeben sich zusétzliche Randbedin-
gung am Ort x = 0 fiir den Funktionswert:

Vile=0 = Vrr|z=o — A+B=C+D (3.19)

und fiir die Ableitung am Ort x = 0:

dU;
dx

Uy

- -n o ik(A— B) = a(C — D) (3.20)

=0 =0

Im folgenden lassen sich zwei Félle unterscheiden, je nachdem ob die
Energie des Teilchens kleiner oder grofier der potentiellen Energie Ey im
Bereich IT ist.

o K< Ey
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Falls die Energie F kleiner als Ej ist, kann ein klassisches Teilchen nicht
in den Bereich II vordringen. Aus den Randbedingungen ergeben sich:

ik + @ D— 2k A (3.21)

B = -
ik — « ik — «

Das Reflektionsvermdégen des Teilchens entspricht dem Verhéltnis aus
dem Quadrat der Amplituden der hin- und riicklaufenden Welle. Dies
ergibt:

B? 2
R="5= —1 (3.22)

ik + «
ik — «

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dafl das Teilchen reflektiert wird, ist 1.
Dies entspricht dem identischen Ergebnis wie bei der klassischen Be-
schreibung. Allerdings besitzt das Teilchen eine endliche Wahrschein-
lichkeit fiir das Findringen in den Bereich II. Durch die Bedingung,
dal die Wellenfunktion stetig differenzierbar ist, ist die Wahrschein-
lichkeitsamplitude auch im Bereich II von Null verschieden. Fiir diese
Wahrscheinlichkeitsamplitude W (z) ergibt sich:

2 4k2 2 _—2ax k2’A|2 —2ax
= Al = A
(3.23)

mit kg = 2’250. Man erkennt, dafl im Bereich II die Wahrscheinlichkeit-
samplitude exponentiell abklingt. Die Losungen entsprechend C' # 0
sind unphysikalisch, da sie exponentiell anwachsen und es somit keine
normierbare Losung fiir U;; ergibt. Die Eindringtiefe skaliert wie %

W(l’) = |\I]H|2 = ‘De_‘”

E > Ey

Betrachten wir den Fall, dal die Energie grofler als Fj ist, so wird der
Ausdruck fiir & imagindr. Man ersetzt ic = ++/2m(E — Ey) = k' und
bekommt als Ansatz fiir die Wellenfunktion im Bereich II:

Uy = Ce ™% 4 Dett's (3.24)

Desweiteren setzen wir C' = 0, da wir nur Fiélle diskutieren, bei denen
das Teilchen von Links auf die Potentialstufe einfillt. Aus der Bedin-
gung der stetigen Differenzierbarkeit ergibt sich:
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ot
s kK 2%

= = 3.25
kE+k k+ K (3:25)
Bildet man wieder das Reflektionsvermdégen so ergibt sich:
B2 |k—F|
R = = 3.26
| A|? k+k (3:26)

Dies kann als Lichtbrechung an einem Medium mit Brechungsindex

n betrachtet werden wegen nw = ck. Da k proportional zu n ist, ist

Gl. 3.26 identisch zum Reflektionsvermoégen in der Optik gegeben als
2

m—nz2) - Das Transmissionsvermoégen berechnet sich zu:

ni+n2

/ D2 k,/ 4]{32
_VIDE K (3.27)

T— — —
VAR Tk (k+ k)2

hierbei gilt zu beachten, dafl die Phasengeschwindigkeit der Teilchen in
beiden Bereichen beriicksichtigt werden muf}. Es gilt R+ 71 =1

3.2.3 Tunneleffekt

Der endliche Wert der Wellenfunktion in einen Bereich in dem die potentielle
Energie gréfer als die Gesamtenergie des Teilchens ist, entspricht einer end-
lichen Wahrscheinlichkeit, dafl das Teilchen in die Barriere eindringen kann.
Dies erkléart auch die Beobachtung des Tunneleffektes. Dazu betrachten
wir eine Potentialbarriere, die in einem Bereich II (—a < z < a) definiert
ist (siche Abb. 3.2). Die Ansitze fiir die Wellenfunktionen in den einzelnen
Bereichen sind:

Up = Ae™™® 4 Be " (3.28)
Uy = Ce ™+ De™ (3.29)
Uy = Fe*® (3.30)

In diesem Ansatz wurde fiir den Wellenvektor im Bereich I und im Bereich
[1I derselbe Wellenvektor k angesetzt, d.h. das Teilchen verliert keine Energie,
wenn es die Barriere durchtritt. Man spricht von elastischem Tunneln.

Aus den Randbedingungen ergibt sich wieder das Transmissions-
vermogen. In der Ndherung a2a > 1, entsprechend sehr breiter oder hoher
Barriere, bekommt man
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Abbildung 3.2: Tunneleffekt: Transmission eines Teilchens fiir eine kineti-
sche Energie grofier als die Hohe der Barriere Ey (oben) und kleiner als Fy
(unten).

v|FP? E —4
=———=>~16—(Fy— F)e ** 3.31
v |A|2 Eg( 0 )6 ( )
Die Abhéngigkeiten der Tunnelwahrscheinlichkeit geméfl Gl. 3.31 ergeben
sich wie folgt:

e exponentielles Abstandsgesetz

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Tunnelproze nimmt exponentiell mit
dem Abstand ab.

1 —4daa
o T x T
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Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist umgekehrt proportional zur Héhe der
Barriere. D.h. mochte man das Tunneln von Teilchen unterdriicken,
mufl man eine groffe Barrierenhche wihlen.

e T'<1

Das Transmissionsvermogen ist kleiner 1. Dies gilt selbst fiir Energi-
en, die grofler als Ej sind. Dies ist anders als bei klassischen Teil-
chen, bei denen die Transmission 1 ist, sobald das Teilchen die Barriere
iiberwinden kann.

Den Vorgang der Potentialbarriere wollen wir jetzt noch einmal etwas
genauer untersuchen. Wir beginnen wieder mit unserem Ansatz fiir die drei
Bereich vor, in, und nach der Barriere:

U = Ae™ 4 Be '+ (3.32)

\I/H = Ce_‘“theax (333)

Uy = Fe* 4 Ge ke (3.34)

mit k# = +v2mE und a = +1/2m(Ey — E). Aus den Randbedingun-

gen fiir den Ort x = —a bekommen von wir wegen ¥i(—a) = ¥y (—a) und
OVi(—a) _ O¥n(=a).
Ox ox

Ae™"*a 4 Betke = Ce™ 4 Dem (3.35)

ik (Ae™ 4+ Be™) = —a(Ce™* — De ") (3.36)

Dies 148t sich auch als Matrix schreiben:

( efzka ezka ) < A ) < Qe e—a ) (
ik k = —ak k

e~ ta  _tka B 2%6 ka _Z%Q’LCL

Diese Gleichung 148t sich umschreiben zu der Form:

(g):M@(g) (3.38)

mit M (a) als 2x2 Matrix, die die Abbildung von dem Vektor (C,D) auf
(A,B) abbildet. In Analogie dazu kann man auch bilden:

(g):Mp@(g> (3.39)
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so daf sich insgesamt ergibt:

< g ) = M(a)M(—a)™" < g ) (3.40)

Fiir den Fall dal G = 0 ist, d.h. die Welle soll nicht von rechts auf die
Barriere fallen konnen, bekommen wir einfachere Ausdriicke fiir A und B:

1
A = F(coshQaa+ze§sinh2aa) eea (3.41)
Iy .
B = F(—mﬁ) sinh 2aa (3.42)
mit
a k
= ——— 3.43
€ i (3.43)
a k
= —+ - 3.44
no= gt (3.44)

Damit ergibt das Verhéltnis der Amplituden der Wellenfunktionen

spy=L - i (3.45)
A cosh2aa — z%e sinh 2aa '

und die Tunnelwahrscheinlichkeit

? 1
"1+ (1+ 1) sinh® 200

F
A

Diesen Ausdruck kéonnen wir uns jetzt fiir zwei Falle ndher ansehen:

T — ’ (3.46)

o IJ < Ey Tunneleffekt

Fiir eine hohe Barriere konnen wir awa > 1 setzen. Damit wird die
Tunnelwahrscheinlichkeit zu:

16E(Ey — E
T = Lﬂe%a“ (3.47)
EO

o I > FEy Transmission

Fiir den Fall, dass die kinetische Energie des Teilchen grofier als die
Hohe der Barrriere ist konnen wir den Ausdruck fiir T in folgender
Schreibweise verwenden:
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1— E/E,

T =
E Eo 1.2
(1 — —E0> + 5 sinh” 2aa

(3.48)

Fiir ¥ = 1 wird aus sinh 2ca der Ausdruck —2sin k'2a. Damit ergibt
sich:

E/Ey—1

T = (3.49)
(£-1) + &sin* 2k
der Wellenvektor & im Bereich der Barriere ist dann k' = 2A—7,r =

%\/ 2m(E - Eo)

2al )

0.5 1

Abbildung 3.3: Transmission als Funktion der Gréfle 2a /A

Die Transmission nach Gl. 3.49 ist als Funktion der Grofle 2a/) in Fig.
3.3 dargestellt. Man erkennt, dass in gewissen Bereichen die Transmis-
sion deutlich kleiner als 1 ist und nur bei charakteristischen Werten fiir
2a/X = 0.5 und 2a/X\ = 1 eins wird. Dieses Verhalten kann man direkt
mit dem Wellencharakter der Materiewelle verstehen - bei 2a/A = 0.5
ist genau ein Wellenbauch im Bereich der Barriere und bei 2a/\ = 1
ist eine ganze Wellenlénge im Bereich der Barriere. Dieses Verhalten
ist identisch zu dem Auftreten von ”stehenden” Wellen in einem Inte-
referenzfilter: trifft die Wellenldnge des Lichtes bzw. Vielfache davon
die optische Dicke des Filters so erhélt man eine Antireflexschicht bzw.
T=1.
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Anwendungsbeispiele Tunneleffekt

Der Tunneleffekt wird in viefaltiger Weise ausgenutzt. Im folgenden seien nur
einige wenige Beispiele genannt:

o «-Zerfall

Beim « Zerfall zerféllt ein Atomkern unter Emission eines Heliumkerns
(das zweifach positiv geladene a-Teilchen). Die Zerfallsrate wird be-
stimmt durch die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir das o Teilchen zwischen
dem Bereich der starken Wechselwirkung innerhalb des Atomkerns zu
einem Ort auflerhalb des Atomkerns, an dem der repulsive Teil des
Coloumb-Potentials dominiert. Dies ist in Abb. 3.4 gezeigt.

A 1
r
(04
g R, R,
nnpp
10™m

Abbildung 3.4: Beim a«-Zerfall wird am Ort des Atomkerns spontan
ein Heliumkern gebildet. Dieser kann durch die Coloumb-Barriere tunneln
und einen Ort auflerhalb des Atomkerns erreichen, an dem das repulsive
Coloumb-Potential dominiert.

Den a-Zerfall kann man beschreiben als das Tunneln durch eine Abfolge
von Barrieren der Dicke dxr = 2a. Die Tunnelwahrscheinlichkeit war
bislang T" o< exp(—2adx). Fir die Barriere beim a-Zerfall ergibt das
dann:

R.
T o =2 I B (3.50)

Fir V(z) = 2122 Der Ort R, entspricht dem Beginn der Barriere

dmegx
und Ry dem Ort (;m dem das a-Teilchen die Barriere verldfit. An dieser

Stelle muss gelten:

1)
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E— 21Z262

= 3.51
4 €0 RQ ( )
Damit wird aus dem Integral und die Tunnelwahrscheinlichkeit:
_p¥2mZye? (A_g ZlRl)
T=e¢ M0 \VE T /2 (3.52)

e Kernfusion

Bei der Fusion von Atomkernen, hingegen, verschmelzen Protonen zu
Heliumatomen. Hierbei tunneln die Protonen durch die abstoflende
Coloumb-Barriere zwischen den Protonen. Die Rate dieser Fusionspro-
zeBe kontrolliert die Abbrennrate der Protonen in den Sternen und
bestimmt damit im wesentlichen deren Lebensdauer. Gébe es diese
Tunnelprozefle nicht, so wire die Rate der Fusionsreaktionen in den
Sternen sehr viel geringer.

e Rastertunnelmikroskopie

Dies wird z.B. bei der Rastertunnelmikroskopie ausgenutzt, bei der
erst bei groffer Anndherung der Spitze an eine Probe Teilchen von der
Probe in die Spitze iibertreten kénnen. Dies Tunneln von Elektronen
in diesem Fall wird als Strom sichtbar.

e Gate-Isolation von Feldeffekttransistoren

In der Halbleitertechnik wird die Dicke der Isolationsschichten in Feld-
effekttransistoren so klein, dafl die Elektronen anfangen durch diese Iso-
lation tunneln zu koénnen, falls die Isolationsschicht aus SiOs besteht.
Aus diesem Grund werden gegenwiértig andere Dielektrika gesucht, die
eine hoheres Ey (entsprechend hohe Dielektrizitétskonstante €) haben,
um die Tunnelwahrscheinlichkeit zu reduzieren.

3.2.4 Kastenpotential

Als einfachstes gebundenes System betrachten wir das Kastenpotential (siehe

Abb. 3.5). Innerhalb des Kastens sei ein freies Teilchen. Demnach gilt fiir die

Schrédingergleichung:

Ty P /. (3.53)
x

und der Ansatz einer ebenen Welle:
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E;

E,

E

0 a X

Abbildung 3.5: Losungen fiir die Wellenfunktion ¥ im Kastenpotential

U = Ae'*™ 4 Be~ike (3.54)
Wegen der Randbedingung ¥,<o = 0 und ¥,>, = 0 ergibt sich:
A+B=0 Ae'* 4 Bem*e = (3.55)
Daraus folgt als Losung fiir die Wellenfunktion:
U = A(e™ — ™) = 2 Asin kx (3.56)
und wegen der Randbedingung ¥,>, = 0:
2iAsinka = 0 — ka = nm (3.57)
schliellich:

U, (x) = 2iAsin %x (3.58)

Dies entspricht stehenden Wellen mit Wellenldngen \,, = %‘l Die erlaub-
ten Losungen fiir die Energie sind:

2 2 2
LT h—ﬁ—n2 =n’E, (3.59)

E, =~k =
2m 2m a?

D.h. bei gebundenen Systemen bekommt man diskrete Energieeigen-
werte. Da in der Quantenmechanik jeweils Wellen als Losungen angesetzt
werden, sind aufgrund der Randbedingung in einem Kastenpotential nur ganz
bestimmte Wellenldngen mdoglich. Genau diese Begrenzung fiihrt zur Diskre-
tisierung der Energien.
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Man erkennt zudem, dafl die Energieeigenwerte mit kleiner werdender
Breite des Potentialtopfes a auseinander riicken. Ist a sehr klein, so ist der
relative Unterschied der Wellenldngen grof. Dies impliziert gréflere Unter-
schiede in den diskreten Energien. Umgekehrt bedeutet dies allerdings auch,
daB bei groflen Dimensionen die Absténde der Energieeigenwerte immer klei-
ner werden; man erhilt nahezu kontinuierliche Energieverteilungen. Dies ent-
spricht dem Ubergang von einzelnen Energieniveaus in einem Atom zu den
Energiebindern in einem Festkorper.

Die Realisierung von Potentialtopfen ist inzwischen in vielen Bereichen
der Physik gelungen. Ein Kastenpotential kann z.B. hergestellt werden indem
man einen diinnen leitfihigen Film in eine isolierende Matrix einbindet. In
diesem Fall konnen die Wellenfunktionen senkrecht zu diesem Filme nur be-
stimmte Formen annehmen. Die selektive Besetzung dieser entstehenden dis-
kreten Energie-Eigenwerte nutzt man z.B. beim Ein-Elektronen-Transistor,
wie in Abb. 3.6 verdeutlicht ist.

<

Abbildung 3.6: Das Kastenpotential wird gegenwirtig in niedrig-
dimensionalen Systemen der Festkorperphysik realisiert. Schréinkt man die
Wellenfunktion eines Elektrons in einem Festkorper raumlich ein, so ergeben
sich diskrete Energiezustdnde. Ein Elektron, das aus einem Metall in die-
sen Potentialtopf durch eine isolierende Barriere tunneln méchte, macht dies
nur, wenn die diskrete Energie innerhalb des Potentialtopfes mit der Energie
des Elektrons auflerhalb iibereinstimmt. Die Lage der diskreten Energien in
dem Potentialtopf kann durch das Anlegen einer externen Spannung an die-
sen Festkorper gesteuert werden. Durch die Verschiebung der Energiewerte
kann man demnach das Tunneln der Elektronen ermoglichen oder verhin-
dern. Dies wird im sog. Ein-Elektronen-Transistor ausgenutzt.
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3.2.5 Harmonischer Oszillator

Eine der wichtigsten Fille fiir eine gebundenes System (chemische Bindung
etc.) ist der harmonische Oszillator, der ein gute Ndherung fiir viele Félle
darstellt. Die Frequenz eines harmonischen Oszillators ist:

D
w=4/— D =w’m (3.60)
m
damit ergibt sich fiir die potentielle Energie E,; = %DxQ. Die
Schrédingergleichung wird zu:
h? d?v 1
— ——— 4+ -D2*U = EV 61
2m dx? * 27t (361)
bzw.
RPeEvo1,
-+ = U =FEU 3.62
2m dx? * ¥ e (3:62)

Die Losung der Schrédingergleichung erfolgt fiir den harmonischen Os-
zillator, wie auch fiir kugelsymmetrische Systeme und das Wasserstoffatom
nach folgendem Schema. Im folgenden wird dies Schema nur allgemein illu-
striert:

e Ansatz eines Polynoms fiir V.

Eine allgemeine Funktion der Form:

U=> a,z" (3.63)

wird als Ansatz gewéhlt. Damit lassen sich beliebige Funktion darstel-
len.

e Finsetzen des Ansatzes und Koeffizientenvergleich ausfiihren.

Wird dieser Ansatz in eine Schrodingergleichung eingesetzt, bekommt
man eine Beziehung fiir die einzelnen Koeffizienten untereinander. Hier-
bei ergeben die Ableitungen Summanden wie z.B. a,(n — 1)z"! bzw.
andere Terme wie a,,_12"!. Ein Beispiel wére:

an® 4 aps1 (N + 1T + Gppo®? + app12% = Gpyse (3.64)

Die Terme zu z, #? kénnen jeweils zusammengefasst werden und miissen
Null ergeben, da die Gleichung unabhéngig von dem Wert von x gelten
mufB. D.h. man folgt sofort daf:
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a, + an+1(n + 1) = Qan+3 (365)
An+2 + an+1 = 0 (366)

Die Gleichung stellen Rekursionsvorschriften fiir die Koeffizienten dar.
D.h. wenn man den Koeffizienten a festlegt, konnen alle anderen damit
berechnet werden.

o Abbruchkriterium fiir die Potenzrethe definieren

Schliefllich muf3 noch ein Abbruchkriterium fiir das Polynom gefunden
werden um eine Funktion zu bekommen die normierbar bleibt. D.h. der
Term a,, zur grofiten Zahl n mufl Null ergeben.

Nach diesem Schema wird die Differentialgleichung fiir den harmonischen
Oszillator jetzt gelost.
e,
-+ = U =FEV¥ .
5 da? + wima (3.67)
Mit der Substitution mit § = z,/%* und C' = % erh&lt man:

d*v

= T(C-g=o0 (3.68)

fiir C' = 1 bekommt man eine Losung der Form:

(&) = Ae €72 (3.69)

mit einem allgemeinen Ansatz geméf:

W(E) = H(E)e ™ (3.70)
ergibt sich die sog. Hermit’sche Differentialgleichung zu:
d*H dH
— —2l—+(C—-1)H=0 3.71
A (0= (371)

Diese Gleichung wir durch einen Polynom-Ansatz der Form

HE) =) ag (3.72)
i=0
gelost. Setzt man dies in Gl. 3.71 ein, so ergibt sich aus einem Vergleich
der Vorfaktoren zu den Termen proportional zu &, &2, €3... etc. Das wird an
dem term zu & illustriert:
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ngj ergibt fiir den Term des Polynoms a;;26"2 zweimal abge-

leitet a;o(7 +2)(7 4+ 1)&2. Der Term 2¢ ‘fi—lg ergibt fiir den Term des Polynoms
a;&" genau 2€a;i671 = 2ia;&". Dies entpricht einer Iterationsvorschrift fiir die
Koeffizienten a; geméaf:

Der Term

(i +2)(i + Dage = (20 — (C — 1)) a; (3.73)

Da hier immer der Koeffizient mit Index ¢ mit dem Koeffizienten zum
Index i + 2 verkniipft ist, bestehen die Polynome entweder nur aus geraden
oder ungeraden Gliedern. D.h. man kann mit ¢ = 0 beginnen und bekommt
Losungen die alle symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs sind. Das
gleiche gilt fiir den Fall, dass man die Reihe mit ¢ = 1 beginnt fiir die asym-
metrischen Losungen.

Der Index ¢ darf nur bis zu einem endlichen Wert n laufen, da sonst H ()
nicht endlich wére. Falls n jetzt hochste Potenz ist, so mufl a,,o = 0 gelten.
Damit ergibt sich die Bedingung;:

1
2n—(C—-1)=0 bzw. n = 5(0 —1) (3.74)
Nach dem Einsetzen von C erhalt man:
1
E, = hw (n + 5) (3.75)

Man erkennt, dafl die Energieeigenwerte eines harmonischen Oszillators
linear mit der Quantenzahl n zunehmen. Die niedrigste Energie des harmo-
nischen Oszillators ist %hw Diese Energie bezeichnet man als Nullpunkts-
energie. Ahnlich wie bei der Betrachtung der Stabilitit von Atomen, wiirde
Energie gleich Null eine Lokalisierung des Teilchens im parabolischen Poten-
tial am Ort x = 0 bedingen. Dies ist im Widerspruch zur Heisenberg’schen
Unschérferelation. D.h. die notwendige Unschérfe im Ort ist mit einer Impul-

sunschéarfe verkniipft. Diese Impulsunschérfe entspricht einer Mindestener-

giet.

3.2.6 Kugelsymmetrische Probleme

Abschlieflend wollen wir kugelsymmetrische Probleme betrachten. Die zweite
Ortsableitung in Kugelkoordinaten ist:

4Diese Betrachtung ist analog zur Diskussion zur Stabilitit von Atomen. Dort hatten
wir gefordert, daf} ein Elektron sich innerhalb des Atomvolumens mit Radius a¢ aufhalten
moge. Die verbleibende Impulsunschérfe fiir das Elektron entspricht genau der Bindungs-
energie Ry des Elektrons im Wasserstoffatom.
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=

Abbildung 3.7: Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators

an

Noe—€2/2

N12€€_§2/2

N, (462 — 2) e €72
N3 (8¢% —12¢) e¢/2

TR

N [=IN TN [COND | =

Tabelle 3.1: Energieeigenwerte und Eigenfunktionen des harmonischen Os-
zillators. Ng, N1, Ns... sind Normierungskonstanten.

10 0 1 1 0 0 1 1 02
A= —— (r*= — — | sind— - 3.76
r2 or (T 87‘) * r2 sin ) Y (Sm 819) * 72 sin® 9 O¢? (3.76)
Man macht einen Separationsansatz fiir den radialen und win-
kelabhéngigen Teil der Wellenfunktion:

U(r,9,¢) = R(r)0(0)®(¢) (3.77)

mit der Schrodingergleichung geméafl —%A\If + VU = EV (E,; wird im
folgenden als V' bezeichnet) in Kugelkoordinaten, ergibt sich:

sin?d 0 [ ,OR sing 9 (. ,dO© 2m 5 . o 1 d*®
R E (7“ E) + @ 6_19 (Slnﬁ%) + ﬁ(E_ V)?” S11 19 = —EW
——

(3.78)

82 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 3. QUANTENMECHANIK 3.2. ANWENDUNGEN SCHRODINGERGLEICHUNG

auf der rechten Seite wurde schon der Anteil in ¢ separiert. Da die linke
Seite nur von r und # abhéngt und die rechte nur von ¢, miissen beide Seiten
eine Konstante c¢; ergeben. Man erhélt:

d*®
—c® = 7 ¢2 (3.79)
mit der Losung:
d = AeFVere (3.80)

Da die Wellenfunktion in der Koordinate ¢ eindeutig definiert sein soll
(®(¢) = P(¢ + 2m)), muB der Ausdruck ,/c; eine ganze Zahl sein. Man
bezeichnet diese als magnetische Quantenzahl m und erhélt Losungen
der Form:

(381)

Der Wert fiir ¢; = m? wird in Gl 3.78 eingesetzt und man separiert
diese Gleichung wieder in einen radialen Teil und einen Anteil abhéngig vom
Azimuthwinkel 9:

;2887” ( a;) B ) = @sinq?@aﬁ (Smﬁcjz% " s;:;qg (382)
Auch hier miissen beide Seiten eine Konstante ec:geben:
@sinz?% ( ﬁ%) B % e (3.83)
mit z = cos¥ und m = 0 ergibt sich:
% [(1 — 27) Z@} L0 =0 (3.84)

Dies bezeichnet man als Legendre Differentialgleichung mit einem
Polynomansatz als Losung;:

O =ag+ @z + ayr® + ... (3.85)
dies eingesetzt in Gl. 3.84 ergibt als Bedingung fiir die Koeffizienten?:

5 Analoge Begriindung wie bei der Ableitung der Hermite-Polynome.
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k(k+1) —co
(k+2)(k+1)

Das Polynom muf endlich bleiben, damit bei Werten fiir x = 1 oder
x = —1 (entsprechend ¥ = 0° oder ¥ = 180°) ein endlicher Wert fiir ©

herauskommt. Nehmen wir an, dafl die Reihe nach dem [-ten Glied abbrechen
soll, so muf} gelten:

(3.86)

Q42 = Qf

¢y =1(1+1) (3.87)

Die Polynome die auf diese Art und Weise konstruiert werden bezeichnet
man als Legendre-Polynome P(x):

O(z) = const P(x) (3.88)

Der Vorfaktor ergibt sich aus den Normierungsbedingungen fiir die Wel-
lenfunktion. Die allgemeinen Losungen fiir beliebige Werte von m ergeben
sind assoziierte Legendre-Polynome. Diese werden aus den Legendre-
Polynomen geméf folgender Vorschrift abgeleitet:

[m|

d
P™(z) = const(1 — :L'Q)‘m/2‘d .
xm

Die Quantenzahl [ bezeichnet man als Drehimpulsquantenzahl 1. Aus
der Definition der Legendre-Polynome in Gl. 3.89 erkennt man, dal m nicht
beliebig sein kann. Stattdessen muf} gelten:

(390

Als Gesamtergebnis erhilt man die sog. Kugelflichenfunktionen, wie
in Tabelle 3.2 gezeigt (siche Abb. 3.8):

Bi(x) (3.89)

V" (0, ¢) = B (cos 0) @ () (3.91)

3.3 Operatoren

Die Beschreibung eines Zustandes eines System mit einer Wellenfunktion W
hat zur Folge, dafl immer nur eine Wahrscheinlichkeit angegeben wird, das
System in diesem Zustand bei einer Messung vorzufinden. Der Ausgang einer
Messung des Ortes x zum Beispiel, ergibt immer nur einen Mittelwert. Falls
die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen am Ort = zu finden mit p(x) gegeben ist,
so ist der Mittelwert, der sich nach wiederholter Messung des Ortes ergibt
definiert als:
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1| m|Yy™
0 O \/%
1] %1 :F\/Bgﬁsin Yeti®
0 % % cos
2| +2 i\/% sin? Yet2i®
+1 :F% \/g cos ¥ sin Yet*®
0 i\/g(?)cos%ﬁl—l)

Tabelle 3.2: Kugelflichenfunktionen

(=0 /=1m=0 (=1lm=+1

z

Abbildung 3.8: Kugelflichenfunktionen fiir [ = 0 und [ = 1.

(x) = /mp(x)dw (3.92)

Diese Art des Mefprozefles, 143t sich fiir quantenmechanische Probleme
sehr kompakt schreiben, indem man Operatoren einfithrt. Nehmen wir an,
dafl ein Teilchen durch seine Wellenfunktion beschrieben wiirde. Die Mes-
sung einer beobachtbaren Eigenschaften, der Observablen, entspricht der
Anwendung eines Operators auf die Wellenfunktion. Der Erwartungswert
dieser Operation entspricht dann dem beobachteten Messwert.

3.3.1 Erwartungswerte, Mefiprozef

Bezeichnet man mit A den Operator, so erhilt man den Mittelwert (A) der
Observablen A geméf:

(A) = / T AV (3.93)
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Die einzelnen Observablen und die dazu gehorigen Operatoren sind in
Tabelle 3.3 aufgezeigt.

A A
x x Ort

Ein —%A kin. Energie
E —%A + V | Gesamt-Energie
P —1hV Impuls
L | —ih(Fx V) Drehimpuls

Tabelle 3.3: Zuordnung zwischen Observablen und Operatoren

Nehmen wir als Beispiel die Wellenfunktion eines freien Teilchens:

BS]

U = eikx — ei

v (3.94)

der Erwartungswert fiir den Impuls ergibt:

(p) = / U (=)ihV Wdz (3.95)

Um die Giiltigkeit dieser Gleichung nachzuweisen, betrachten wir ein Wel-
lenpaket, das im Impulsraum definiert ist als:

o0
W(z) = /_ ) c(p)%eigxdp (3.96)

c(p) ist die Amplitude der Teilwelle des Wellenpaketes im Impulsraum.
Der mittlere Impuls berechnet sich demnach aus:

[e.e]

() = / ple(p)Pdp (3.97)

—00

Setzen wir den Ansatz 3.96 in Gl. 3.95 ein, so erhalten wir:

> > / /1 OO —ilg Py ~
W= [ o [ Py [ ettt = [P 99

o0

—5(p—p')

Bei dem letzten Schritt wurde ausgenutzt, daf die Integration der Dirac-
Funktion 6(p —p’) iiber dp’ nur dann 1 ergibt, wenn p = p’ gilt. Man erkennt,
daf} durch die Anwendung des Impulsoperators auf die Wellenfunktion ge-
nau die Mittelungsvorschrift fiir den Erwartungswert fiir den Impuls entsteht.
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Die Schrodingergleichung selbst &8t sich auch in Operator- Schreibweise
formulieren. In dem so genannten Hamilton-Operator steckt die kineti-
sche und potentielle Energie des Systems und man schreibt fiir die zeitun-
abhéngige Schrodingergleichung deshalb:

(3.99)

Sucht man eine zeitabhingige Losung, so ersetzt man den Eigenwert F
gemaf:

0
E — ih— 1
— ihp (3.100)
und erhélt die zeitabhéngige Schrodingergleichung;:
v —inlw (3.101)
ot '

3.3.2 Eigenwert und Eigenfunktionen

Nehmen wir an, dal die Anwendung eines Operators A auf eine Wellenfunk-
tion ¥, wieder diese Wellenfunktion multipliziert mit einem Skalar A ergibt,
gemaf

AU = AT (3.102)

Damit ist ¥ eine Eigenfunktion des Systems und A der dazu gehorige
Eigenwert. Betrachtet man fiir diesen Fall die quadratische Abweichung
AA? gemisB:

AA? = (A% — (A)? (3.103)

2
— /\If*A2qf—</\If*Aqf>
2
= A2/\If*\II—A2</\IJ*\I/> =0

erkennt man, dafl die Unschérfe in A zu Null wird. D.h. ist die Wellen-
funktion des zu untersuchenden Systems Figenfunktion beziiglich des ange-
wendeten Operators, so ist der entsprechende Messwert (=FErwartungswert)
identisch mit dem Figenwert. D.h. diese Groflen konnen beliebig scharf ge-
messen werden ! Eine Messung dieser Observablen fiihrt zu einem eindeutigen
Messwert:
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Wenn die Wellenfunktion Eigenfunktion eines zugehorigen Opera-
tors ist, so ist der Eigenwert gleich dem Messwert. Dieser bleibt
zeitlich konstant und ist demnach eine scharf definierte Eigen-
schaft des betrachteten Systems.

Die Feststellung der scharf definierten Eigenschaften eines Systems wol-
len wir uns am Drehimpulsoperator fiir kugelsymmetrische Probleme veran-
schaulichen. Der Drehimpuls [ =7ix P entspricht einem Operator (wegen
p'= —ihV) mit den Komponenten:

5 : 0 0

L, = —ih <y$ — Za_y> (3.104)

5 : 0 0

L, = —ih (Zﬁ_x - xa) (3.105)

~ : 0 0

L, = —ih <xa—y — ya—x) (3.106)
(3.107)

In Kugelkoordinaten ergibt der Operator entsprechend L2
A 1 0 0 1 02
L= |—— (sind— | + —5—— 3.108
Lmﬂaﬁ (Sm 879) - sin2198¢2] (3-108)
Der Vergleich mit Gl. 3.82 zeigt, dafl die Kugelflichenfunktionen Eigen-
funktionen dieses Operators sind, die zu dem Eigenwert

LY = RA(l+1)Y (3.109)

gehoren. D.h. der Absolutwert des Drehimpulses ist scharf definiert. Fiir
den Betrag des Drehimpulses bekommt man:

IL| = h/1(1 +1) (3.110)

Fiir die Komponente L, erhilt man, wegen

N 0
L. = iz (3.111)

die Bedingung fiir den Eigenwert, geméf:

L.V = mh¥ (3.112)
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D.h. auch die z-Komponente des Drehimpulses ist scharf definiert. Un-
tersucht man diese Bedingung auch fiir die Komponenten L, und f/y, SO
stellt man fest, dafl die Kugelflachenfunktionen fiir diese Operatoren keine
Eigenfunktionen sind. Demnach sind diese Komponenten des Drehimpulses
nicht scharf definiert. Dies ist im Unterschied zur klassischen Mechanik, bei
der alle drei Komponenten des Drehimpuls-Vektors scharf definiert sind. Die
z-Komponente hat hier eine willkiirliche Richtung, da es das Koordinaten-
system aufspannt und die Winkel ¢ und ¢ definiert. Man bezeichnet diese
Richtung als Quantisierungsachse. Die Projektion des Drehimpulses in die
y-z Ebene ist in Abb. 3.9 veranschaulicht.

AAbbildung 3.9: Richtungsquantisierung des Drehimpulses. Nur der Betrag
|L| und eine Komponente L, des Drehimpulses sind scharf definiert.

Die absolute Richtung des Koordinatensystems spielt erst dann eine Rol-
le, wenn von auflen eine Vorzugsrichtung vorgegeben ist. Dies gilt z.B. fiir
ein externes Magnetfeld, hier ist die Komponente des Drehimpulses entlang
der Richtung des Magnetfeldes Erhaltungsgréfie. Deshalb zeigt L, immer in
Richtung des Magnetfeldes.

3.3.3 Vertauschungsrelation
(Vertiefung)
Betrachten wir jetzt zwei Mefigroflen A und B entsprechend den Operatoren

A und B. Falls die Wellenfunktion jeweils Eigenfunktion dieser Operatoren
ist, so ergibt sich:
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BAY = B(AV) = A (Ew) — ABU (3.113)
dasselbe gilt fiir den Ausdruck ABY. Damit ergibt sich:
(AB - BA) U =0 (3.114)
Dies 148t sich kurz schreiben als:
[A,B] ) (3.115)

Operatoren, die diese Bedingung erfiillen kommutieren (= vertauschen).
Ist dies der Fall, lassen sich die Messgroflen A und B gleichzeitig scharf mes-
sen!

Die Kommutierbarkeit von Operatoren ist nicht grundsatzlich gegeben.
Betrachten wir die Vertauschung von Orts- und Impulsoperator, geméf:

L0 L0
(x(—)zh% - (—)zh%@) v = (3.116)
x(—)zhﬁlﬂ — (—)zh2 (20) = (3.117)
Ox Ox B '
—eih 2wt ihe D v ine L w — inw (3.118)
. Ox or Ox
> >

(3.119)

Bei der Berechnung dieser Terme gilt es zu beachten, dafi Operatoren
immer nach rechts wirken, d.h. der Term % (x W) ergibt \Ila%:p + :17%111. Man
erkennt, dafl die beiden Operatoren nicht kommutieren und man erhélt:

&, ] = ik (3.120)

Dies entspricht wieder der Heisenberg’schen Unschérferelation. D.h. Mess-
groflen zu Operatoren, die nicht kommutieren, lassen sich nicht gleichzeitig
scharf messen!

3.3.4 Leiteroperatoren
(Vertiefung)
Abschlieflend soll der Operator-Formalismus am Beispiel des harmonischen

Osrzillators illustriert werden, da er auf elegante Weise zu dem identischen
Ergebnis, wie oben abgeleitet, fiihrt.
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Die Schrodingergleichung des harmonischen Oszillators ist wieder gegeben
als:

h? 02 1
— %87 + Cd me\If EU (3.121)

Mit den Abkiirzungen® ¢ = x, /% und € = %, ergibt sich:

1 (—8—2 + 52) U(E) = eP(§) (3.122)

Wir machen jetzt den Ansatz, dal der Hamilton-Operator durch ein Pro-
dukt zweier Operatoren b' und b gegeben sei:

B2y om

bt b

Das Ausmultiplizieren ergibt:

1 0? 1
3 (e €) v (- s“§5> (3124

1
—iw

Vergleicht man GIl. 3.122 mit Gl. 3.124, so erkennt man, dafl gelten muf:

1
(bTb - 5) U = el (3.125)
beziehungsweise:
1
bHw = (e — 5) v (3.126)
——

n

mit n als Eigenwert. Wie man leicht zeigen kann, kommutieren die Ope-
ratoren b' und b nicht, und es gilt:

bb' —bib =1 (3.127)
Betrachten wir jetzt die Gleichung:

Lol = n¥ (3.128)

Multiplizieren wir beide Seiten mit b, erhalten wir:

6Bei der Herleitung in dem vorigen Kapitel hatten wir die Ersetzung C = % benutzt.
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o' (b)) = n(bW) (3.129)

Wenn wir die Vertauschungsrelation (Gl. 3.127) nutzen, erhalten wir:

(L+b'd) (b) = n(bV) (3.130)
damit ergibt sich:

bib(bW) = (n — 1)(bV) (3.131)

Diese Gleichung liest sich wie folgt: die Anwendung des Operatorproduk-
tes b'b erzeugt den Eigenwert der Wellenfunktion. Der Eigenwert der Funk-
tion, die durch die Operation b¥ gebildet wird ist demnach n — 1. D.h. der
Operator b erniedrigt den Eigenwert der Wellenfunktion um 1.

A (3.132)

Es 148t sich zeigen, dafl der Operator b den Eigenwert in analoger Weise
um 1 erhoht:

VI, = Vn + 1V, (3.133)

Aus diesem Grund bezeichnet man die Operatoren b' und b als Leiter-
Operatoren bzw. b als Erzeugungs- und b als Vernichtungsoperator

Nachdem die Eigenwerte nicht negativ werden konnen, muf der niedrigste
Eigenwert 0 sein. Nachdem die Anwendung von b’ die Eigenwerte jeweils um
1 erhoht, bedeutet dies automatisch, dafl n nur eine ganze Zahl sein kann!
Es muf} gelten:

by =0 (3.134)
Dies entspricht der Differentialgleichung:
0 +E&) ¥y =0 (3.135)
o€ ° ‘

Diese Gleichung hat Losungen der Form:

Uy = Ce 28 (3.136)

Durch die Anwendung des Leiteroperators b’ koénnen wir uns jetzt alle
anderen Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators ableiten. Man erhélt
dann inklusive der Normierung;:
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]_ n
v, = 7 (6")" g (3.137)
Man erkennt, daff man auf elegante Weise die Wellenfunktionen des har-
monischen Oszillators aus den Leiteroperatoren abgeleitet hat. Ahnliche Lei-
teroperatoren gibt es noch in vielen anderen Bereichen z.B. bei der Quantisie-
rung des elektromagnetischen Feldes als Erzeugungs- und Vernichtungsopera-

toren fiir Photonen, als den Schwingungszustdnden des elektromagnetischen
Feldes.
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Kapitel 4

Das Wasserstoffatom

4.1 Wellenfunktion des Wasserstoffatoms

4.1.1 Losung des Radialteils

Betrachten wir zunéchst die Schrodingergleichung fiir ein Elektron im Poten-

tial des Atomkerns (sieche Abb. 4.1).

Abbildung 4.1: Koordinatensystem zur Beschreibung des Elektrons am
Ort 7 und des Atomkerns am Ort 7. Der Ort des Schwerpunktes sei R.

Die kinetische Energie der Bewegung des Kerns und des Elektrons plus
dem Wechselwirkungspotential geben folgenden Ausdruck!:

U =FEU¥ 4.1
2M 2m 4megr (4.1)

Wir reduzieren das Problem auf ein Schwerpunktsystem, mit dem Ort
des Schwerpunktes gegeben als:

'Der Index 1,2 bei A; bzw. As, bezeichnet den Laplace-Operator am Ort r; bzw. 7.

94



KAPITEL 4. DAS WASSERSTOFFATOM 4.1. WELLENFUNKTION DES WASSERSTOFFATOMS

= Mﬂ—{—mfg

4.2
M+m (42)
und dem Abstand Atomkern-Elektron als:

T = |F1 - 7?2| (43)

Wenn wir die reduzierte Masse p einfithren, geméafl

Mm

= 4.4
M+m (44)

laBt sich zeigen, daBl man wieder eine einfache Form der
Schrodingergleichung erhélt, die formal der Bewegung eines Teilchens
der Masse 1 in einem kugelsymmetrischen Potential entspricht:

— —AV+V(r)V = EV (4.5)
Wir suchen Losungen der Form:

¥ = R(r)Y," (¥, ¢) (4.6)

Die Schrédingergleichung fiir unser Problem in Kugelkoordinaten ergibt
nach einer Separation in Radial- und Winkelteil:

10 (,0R 2m B 1 90 (. .d© m?
Ror (T E) T V) = —gia (Smﬁd19> T azy @0

~~
Cc2

Die rechte Seite dieser Gleichung entspricht der Konstante co, die wir
bestimmt hatten bei der Behandlung kugelsymmetrischer Probleme (siehe
Gl. 3.82). Die Konstante ¢y ergibt sich aus der Drehimpulsquantenzahl [ zu:

Wenn wir Gleichung 4.7 mit R1/r* multiplizieren und

2
iﬁ(ﬁR)_}@R 20R (49)

r2ar \\ or orz ' ror
ersetzen, 148t sich der Radialteil schreiben als:

2 2
R 2%+[2—’M<E+ Ze )_l(l+1)

or2 " ror h? dregr r2

} R=0 (4.10)
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Ze2
dmegr

Hier wurde das Potential V' mit — ersetzt. Als Ansatz zur Losung

dieser Gleichung suchen wir zunéchst eine Funktion u(r)

R(r) = 47 (4.11)
r
Mit dieser Substitution 148t sich die Ortsableitung schreiben als:
”? 20 1 0%u
~ 4 2= S — 4.12
(37‘2 + 7’87’) R r or? (4.12)
Man bekommt damit eine neue Bestimmungsgleichung fiir die Funktion
u(r) geméB:
10%u  [2u Ze? (l+1)] u
r Or? * [hz < * 47Teor> r? } r (4.13)

Fiir die Losung dieser Gleichung lassen sich jetzt zwei Grenzfille anfiihren:

& T — 00

Falls 7 gegen oo liuft, fallen die Terme proportional zu 1/r und 1/r?
weg, und man bekommt als Bestimmungsgleichung die Ndherung:

0%u 21
Diese Gleichung entspricht der Schrodingergleichung fiir freie Teilchen
und hat als Losung ebene Wellen e**" mit k = %\/ 2uE. Setzt man die

Losung fiir v wieder in Gl. 4.11 ein, so erh&lt man:

o l ikr —ikr
R=- (Ae™ 4 Be™™*) (4.15)

Dies entspricht ein- und auslaufenden Kugelwellen, die das Elektron in
grofem Abstand zum Atomkern beschreiben.

e r—0

Betrachtet man sehr kleine Werte von r, so dominiert der Term pro-
portional zu 1/r%. Dieser Term entspricht der Energie, die in der Ro-
tationsbewegung steckt, geméfl der Drehimpulserhaltung. Die Bestim-
mungsgleichung fiir u wird damit:

0%u U
sa =+ (4.16)
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Diese Gleichung hat Losungen der Form

u= Ar'™ + Br™ (4.17)

Der Koeffizient B muf} allerdings Null sein, da u fiir » — 0 sonst gegen
unendlich laufen wiirde. Die Losungen fiir R = * sind damit gegeben

als:

R=r! (4.18)

Durch die Betrachtung der Grenzfélle suchen wir jetzt Losungen fiir be-
liebige Werte von r der Form:

R=> bple™ (4.19)
T

mit £k = 1tk und Kk = %\/—Q,uE. Da wir gebundene Zustdnde betrachten

ist E' negativ und dadurch « eine reelle Zahl. Man erhélt als Bestimmungs-
gleichung fiir w =3 b;ri

82_w+2 1 8_w+ 20 =2k I(l+1)
or? T " or 2

. 2 .o . . . .
mit a = L‘fﬁ. Setzt man den Ansatz fiir w in diese Gleichung ein, so

erhélt man als Rekursionsformel fiir die Koeffizienten b; dieser Potenzreihe:

w=0 (4.20)

T T

K] —a
JjU+1) = 1I+1)
Bei der genauen Betrachtung dieser Rekursionsformel fiir die Koeffizien-

ten b; ergeben sich zuldssige Werte sowohl fiir den grofiten Wert von j als
auch fiir den kleinsten Wert von j:

bj = 2b;_4 (4.21)

o Abbruchkriterium fir j

Koeffizienten Diese Potenzreihe darf nur endlich viele Glieder haben,
damit R endlich bleibt. Nehmen wir an, dafl die Reihe Zj bjr’ bis
zu einem maximalen Exponenten j,,.. lauft. Der Koeffizient fiir das
ndchste Glied dieser Reihe b;, .. +1 soll Null werden. Mit jpe, +1 =n
ergibt sich fiir diesen Koeffizienten b,,:

RN —a

n(n+1)—1(1+1)

by = 0 = 2b,_4 (4.22)
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Damit muf} gelten:

kn—a =0 (4.23)

Wegen jmae + 1 = n ergibt sich demnach eine obere Grenze fiir die
zulédssigen Werte von j zu:

j<n—1 (4.24)

Aus der Bedingung 4.23 fiir den Abbruch der Potenzreihe ergibt sich:

1 uZe?
—\/ —2uFkn = —— 4.25
h pEm 4megh? ( )
bzw.
uZz?e* 1 Z?
=2 _ R~ 4.26
8e2h? n? Ve (4.26)

n ist die Hauptquantenzahl. Man erkennt, daf§ sich aus dieser Bedin-
gung die Energieeigenwerte ergeben, wie sie schon aus dem Bohr’schen
Atommodell bekannt waren!

o untere Grenze fir zulissige Werte von j

Desweiteren darf in der Rekursionsformel 4.21 auch kein Koeffizient
unendlich werden, was bei 7 = [ der Fall wére. Dies a3t sich beheben,
wenn man fordert dafl alle Koeffizienten fiir j < [ gleich Null sind. Der
erste Koeffizient ungleich Null wére b;—;, d.h. der erste Koeffizient der
nach der Rekursionsformel zu berechnen ist, ist b;—;+1. Die Anwendung
der Rekursionsformel fiir b;—; ist nicht nétig, da bj«; ja Null ist. b;—; ist
damit nur durch die Randbedingung wie zum Beispiel einer Vorschrift
fiir die Normierung der Wellenfunktion ableitbar. D.h. es mufl gelten:

j>1 (4.27)

Mit diesen beiden Bedingungen fiir die obere und untere Grenze der
zuldssigen j fiir die Koeffizienten b; ergibt sich als Giiltigkeitsbereich fiir
den Index j:

n—1>j>1 (4.28)
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bzw. als Bedingung, die die Drehimpulsquantenzahl [ mit der Hauptquan-
tenzahl n verkniipft:

(120

Die radialen Wellenfunktionen sind in Tab. 4.1 angegeben.

n ‘ 1 ‘ le
110]|2Ne®

20| 2Ne (1 - 2)
211 \%N@‘xx

3/2
Tabelle 4.1: Radiale Wellenfunktionen mit der N = ( Z ) .= 2~ und

nag
_ 4meg K2

ag e

4.1.2 Entartung

Nachdem der Radialteil und der winkelabhéngige Teil von ¥ bestimmt sind,
lassen sich jetzt die kompletten Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms an-
geben, wie in Tab. 4.2 gezeigt.

n|l| m|W¥,
3/2 ~
1lo] o A<£) e Za

\/E ao /
3/2
1 4 Zr\ ~Z5.—
210 0 Wor (a—o) (2 _a0> 2aq
201 o] L (Z 2 g 2 0]
4v2r \ a0 a0 © cos

Tabelle 4.2: Wellenfunktionen des H Atoms bis zu n = 2, mit N =

3/2 )
(Z) , 2 =25 und qp = 279"

nag

Die Quantenzahlen sind n,l und m. Fiir diese gelten:

I < n-1 (4.30)
- < m<l (4.31)
Die Quantenzahl m entsteht immer aus der Quantisierungsbedingung fiir

Drehimpulse, da die Projektion auf die Quantisierungsachse ganzzahlige Viel-
fache von h sein miissen. In der detaillierten Betrachtung des H-Atoms wird
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spater noch der Eigendrehimpuls der Elektronen beriicksichtigt, der Spin s
Auch dieser muss dieser Quantisierungsbedingung geniigen. Um beide Dre-
himpulse zu unterscheiden, verwendet man deshalb spéter die Notation m;
und my. Hier ist zunéchst aber m; mit m gemeint.

Aus historischen Griinden bezeichnet man den Zustand zu Wellenfunk-
tionen mit [ = 0 als s-Wellenfunktion, mit [ = 1 als p-Wellenfunktion,
mit [ = 2 als d-Wellenfunktion, mit [ = 3 als f~-Wellenfunktion usw.

Bei gegebener Hauptquantenzahl n gibt es insgesamt & mogliche Wel-
lenfunktionen, die alle zum selben Energie-Eigenwert gehoren. Man spricht
von Entartung (siche Abb. 4.2). Der Grad der Entartung bei gegebenem n
berechnet sich zu:

n—1
k=) (2+1)=n (4.32)
1=0
Summiert man iiber alle Wellenfunktionen bei gegebenem n auf, erhélt
man wieder eine kugelsymmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte. Dies bezeich-
net man als Elektronenschale.

=0 =1 (=2 =3 l=4
n= 5s 5p 5d 5f 59
n= 4s 4p 4d 4f
n=3 41 3s 3p 3d
n=2 1+ _ 2 _2p
n=1 4+ _1s

Abbildung 4.2: Termschema des Wasserstoffatoms. Die Energieeigenwerte
zu unterschiedlichen Drehimpulsquantenzahl sind gleich. Man spricht von
Entartung.

Entartung ist eine Folge der Symmetrieeigenschaften eines quantenmecha-
nischen Systems. Werden diese Symmetrieeigenschaften gebrochen, so wird
oftmals diese Entartung aufgehoben und unterschiedliche Energieeigenwer-
te ergeben sich fiir die einzelnen Wellenfunktionen in diesem System. Ein
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Beispiel ist der Jahn-Teller-Effekt bei dem eine spontane Symmetrieb-
rechung zu dem Aufheben der Entartung fiihrt. Die Energie-Eigenwerte
verschieben sich, und ein Zustand niedrigerer Gesamtenergie wird realisiert.

Die Wahrscheinlichkeit das Elektron unter einem bestimmten Abstand
zwischen r und r + dr zu finden, 148t sich ableiten aus:

w(r)dr = 47r?| V|2 dr (4.33)

Diese Wahrscheinlichkeit ausgedriickt durch den radialen Anteil der Wel-
lenfunktion R ist in Abb. 4.3 gezeigt. Man erkennt, daff die Wahrschein-
lichkeit ein Elektron in einem grofleren Abstand zu messen mit steigender
Hauptquantenzahl n ansteigt.

1 2 tla,

~ Zp

2 6 rla, 4 rla,

3d
3s

\ \ \
5 10 lay 4 /2,

Abbildung 4.3: Radial Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektron in
Abhéngigkeit der Hauptquantenzahl n und I. Da der Index j geméfl Glei-
chung 4.28 zwischen [ und n—1 lduft, entstehen die meisten radialen Knoten
in der Wellenfunktion fiir grofie n und kleine I.

4.2 H-Atom im Magnetfeld

4.2.1 Zeeman-Effekt

Die Wellenfunktionen fiir gleiche Hauptquantenzahl n haben alle den glei-
chen Energie-Eigenwert unabhéngig von der Drehimpulsquantenzahl /. Diese
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Entartung wird allerdings aufgehoben wenn sich das Atom in einem dufleren
Magnetfeld befindet. Dieses duflere Feld entspricht einer Vorzugsrichtung in
dem System und bricht daher dessen urspriingliche Symmetrieeigenschaften.
Die resultierende Verschiebung bzw. Aufspaltung der Energieeigenwerte 1463t
sich auf zwei Arten ableiten:

e halb-klassische Ableitung

Die Aufhebung der Entartung im Magnetfeld, 148t sich ableiten aus
der Betrachtung der kreisférmigen Elektronenbewegung im Atomkern.
Das magnetische Moment i durch einen Ringstrom I durch eine Leiter-
schleife mit Flache A berechnet sich zu:

w 1 e
i e T Sewr o (4.34)
I
\Y
"""""""" \. e
S . '
i

Abbildung 4.4: Mit der Bahnbewegung des Elektrons ist ein magnetisches
Moment verkniipft.

Nehmen wir an, dal das Magnetfeld in z-Richtung orientiert sei, so
berechnet sich die potentielle Energie dieses magnetischen Moments
zu:

Ep = —jiB (4.35)

Bei einer Orientierung des Magnetfeldes in z-Richtung? ergibt dieses
Skalarprodukt mit [, = mh:

Die z-Richtung war bei der Herleitung der Kugelflichenfunktionen willkiirlich gewihlt
worden. In einem Magnetfeld ist allerdings eine Richtung, eben die Magnetfeldrichtung
ausgezeichnet. Durch diese Auszeichnung liegt eine Komponente des Drehimpulses damit
schon fest. Dies ist in der Nomenklatur die z-Komponente.
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eh
Epot = % mB = /JBTTLB (436)

~
HUB

Den Ausdruck pp bezeichnet man als Bohr’sches Magneton:

eh
= 4.37
KB om ( )
Der Zahlenwert fiir das Bohr’sche Magneton ist:
pp = 9.274015 - 10°*J/T (4.38)

e formale Ableitung (Vertiefung)

Der Einfluss eines dufleren Feldes auf die Energieeigenwerte, 148t sich
allerdings auch formal ableiten. Zunéchst verwenden wir das Vektor-
potential A, das sich bei einem Magnetfeld B geméif

B=VxA (4.39)
definiert. Das elektrische Feld ist dann gegeben als:

— a —
E=-Vd—-—-A 4.4
\% 5 (4.40)

Zur Beschreibung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen
Feld wird p im Hamiltonoperator formal durch p'— qA ersetzt:

X 1 N
L{:--(*— A> o 441
5 qgA) +q (4.41)

Aus diesem Hamiltonoperator lassen sich die Bewegungsgleichungen
ableiten®, gemif:

p=-V.H bzw. = V,H (4.42)

Man erhélt daraus die Lorentzkraft auf ein geladenes Teilchen:

3dies ist analog zum Lagrangeformalismus, wie er in der theoretischen Mechanik ein-
gefithrt wird.
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mit = qFE 4 qU x B (4.43)

Unter  Verwendung  von H ergibt  die  zeitabhéngige
Schrodingergleichung  eines  Elektrons mit der Elementarladung
—e:

N\ 2

{ﬁ (—mv + 6A> - e@} U= m%xp (4.44)

Diese Gleichung bezeichnet man als Pauli-Gleichung. Aus dem
Hamilton-Operator H

N N\ 2
i= o (+ed) —co (4.45)

2m

ergeben sich folgenden Terme:

A 1 e , - - e’ -
H=—p"+ —(Apg+pA)+ —A%? —ed 4.46
50+ 5 (AP pA) 5 AT e (4.46)
Y —
Term 1 Term 2

Die einzelnen Terme in diesem Operator werden im folgenden betrach-
tet:

— Term 1, Paramagnetismus
Nach dem Einsetzen des Impulsoperators ergibt sich aus Term 1:

—ieh , - . —ieh [ - 5o —ieh
L AVHVA)T = =€ (AV\I/Jr\IJVAJrAV\If): N v
2m 2m m
(4.47)
Hier wurde geméfi der Definition des Vektorpotentials noch
zusitzlich VA = 0 benutzt!. Damit ergibt Term 1 mit

ffz—%(fXé):

eh1 — eh1 — e --= =
U B) — g B=_—ILB—=—jiB (448
zmz(:cx \% zmz(xxV) 5 pB  (4.48)
Dies entspricht dem paramagnetischen Term. D.h. falls der Dre-
himpuls bzw. das magnetische Moment sich parallel zu dem Ma-
gnetfeld ausrichtet, erniedrigt sich der Energieeigenwert.

4Dies wird als Coloumb-Eichung bezeichnet.
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— Term 2, Diamagnetismus
Der Term 2 in GI. 4.46 ergibt:

e A2 e (ﬁXB’)Z e’ (—»235'2 (—»B’)2> e’ BQ( 2y 2)

— A= (7 = _ (7 — (7 = — T

2m 8m 8m 8m J
(4.49)

dieser Term entspricht einem diamagnetischen Beitrag. Vergleicht
man die Korrektur der Energieniveaus durch den paramagneti-
schen Beitrag mit dem diamagnetischen, so bekommt man als
Verhéltnis:

eh e
—B — (2 +y*)B* | ~107°B[T 4.50
(508) | gmiss? 7 (450)

~a2
ap

D.h. der diamagnetische Beitrag ist in der Regel um viele
Groflenordnungen geringer als der paramagnetische. Dies gilt al-
lerdings nur fiir einzelnen Atome, in Festkorpern konnen beiden
Formen des Magnetismus gleich grofle Beitrage haben.

Der paramagnetische Term ﬁ[ié ergibt mit dem B-Feld in z-Richtung:

e eh
Epot = TthZ = 5

€ me

mB, = mugB, (4.51)

Man erkennt, daf§ die Energieeigenwerte je nach magnetischer Quanten-
zahl m verschoben sind. Dies bezeichnet man als Zeeman-Effekt, wie in

Abb. 4.5 verdeutlicht.

Absorption und Emission von Photonen beim Zeemaneffekt

Auswahlregeln

Bei der Absorption und Emission von Photonen durch ein Atom beobach-
tet man, dafl die Drehimpulsquantenzahl [ des Atoms sich um 1 &dndert. Dies
ist Folge der Drehimpulserhaltung, da das Photon selbst einen Eigendrehim-
puls von % trigt. Die Auswahlregel fiir diese optischen Dipol-Ubergéinge
sind gegeben als:

Al =+1 und Am ==+1,0 (4.52)
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m
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(=2 0
}AE uB
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B=0 B#0

Abbildung 4.5: Aufhebung der Entartung in einem &ufleren Magnetfeld.

Fiir kleine Quantenzahlen [ lassen sich diese Auswahlregeln auch gra-
phisch motivieren, wie in Abb. 4.6 illustriert ist (Bei grofieren Quantenzah-
len 148t sich die Vektorgleichung 4.53 auch fiir Am; > 2 formal erfiillen, was
nicht mehr einem einfachen Dipoliibergang zu Am; = 1 entspréche ). Be-
trachten wir dazu einen Zustand mit den Quantenzahlen [ = 2 und m; = 2.
Dieser kann nur in einen Zustand zu [ = 1 und m; = 1 zerfallen, da fiir die
Drehimpulsvektoren gelten muf:

lAtom, vorher — lAtom, nachher + lPhoton (453)

Ein Zustand zu [ = 1 und m; = 0 kann durch den Vektor [ Photon icht
erreicht werden. Weiterhin ist der Ubergang von | = 2 und m; = 1 nach
[ =1 und m; = 1 in Abb. 4.6 illustriert. Dabei gilt es zu beachten, dass al-
le Projektionen der Drehimpulsvektoren auf die z-Achse immer Ganzzahlige
von h bleiben miissen. Diese Bedingung und die Drehimpulserhaltung geméaf
Gleichung 4.53 erfordert in der graphischen Veranschaulichung jeweils ei-
ne drei-dimensionale Skizze, da die Vektoren [ Atom, vorher [ Atom, nachher UNd

l Photon. Nicht mehr in die xy-Ebene in Abb. 4.6 gelegt werden kénnen.

Polarisation der Strahlung

Die Polarisation des emittierten Photons héngt von dessen Richtung in
Bezug auf das Magnetfeld ab. Dies 148t sich klassisch ableiten wie in Abb.
4.7 illustriert.

Betrachten wir das Elektron im Atom als linearen Oszillator der Frequenz
Vp. Schaltet man jetzt ein Magnetfeld in beliebiger Orientierung hinzu, so laf3t
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Al=1,Am, =+1
1=2,m=2—>1=1m =1

orher Al =1,Am; =0
1=2,m=1—>1l=1m =1

Abbildung 4.6: Die Auswahlregeln fiir optische Dipoliibergéinge sind Al =
+1 und Am; = 0,%1. In diesem Beispiel sind zwei Ubergéinge von | =
2mp=2—=1l=1my=1sowiel =2,m;=1—1=1,m; =1 gezeigt.

sich die resultierende Frequenzverschiebung des Oszillators an folgendem Bild
illustrieren. Der Oszillator wird zunéchst in drei Einzelschwingungen zerlegt:
eine lineare Schwingung 1 entlang des Magnetfeldes und eine links- bzw.
rechts-zirkulare Schwingung 2 und 3 als Gyration um die Magnetfeldlinien.
Uberlagert man diese drei Schwingungen wieder, so erhilt man wieder die
urspriingliche lineare Schwingung®. Die Frequenzen dieser drei Schwingungen
sind unterschiedlich: Schwingung 1 hat die unverschobene Frequenz v, da die
Bewegung des Elektrons entlang der Magnetfeldlinien erfolgt. Schwingung
2/3 wird in ihrer Frequenz etwas erhoht/erniedrigt, da beim Einschalten des
Magnetfeldes eine Umfangsspannung induziert wird, die das Elektron etwas
beschleunigt /abbremst. Im Bild dieser einzelnen Schwingungen 148t sich jetzt
die Polarsiationsabhéngigkeit der Emission verstehen.

e Emission/Absorption parallel zu B

Bei Emission parallel zu B emittiert Schwingung 1 nicht, da man auf
die Achse des Dipols blickt. Schwingung 2 und 3 sind als verschobene
Linien jeweils links und rechts zirkular polarisiert beobachtbar.

°Die Uberlagerung von rechts- und links- zirkular polarisiertem Licht erzeugt wieder
linear polarisiertes Licht
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Abbildung 4.7: Die Absorption bzw. Emission von Photonen dndert den
Drehimpuls des Atoms jeweils um A. Dementsprechend ist die Polarisati-
on der absorbierten/emittierten Photonen unterschiedlich je nach Richtung
zum Magnetfeld. Parallel zum Magnetfeld ist das Licht zirkular polarisiert,
senkrecht dazu ist es linear polarisiert.

e Emission/Absorption senkrecht zu B

Bei der Emission senkrecht zu B beobachtet man alle Schwingungen
als linear polarisiert. Die Emission von Schwingung 1 ist in z-Richtung
linear polarisiert, und die Emission von Schwingung 2 und 3 sind senk-
recht zur z-Richtung linear polarisiert.

Experimentelle Beobachtung des normalen Zeemaneffektes

Der normale Zeemaneffekt fithrt zu einer Linienaufspaltung in einem Ma-
gnetfeld, da die Entartung beziiglich m aufgehoben wird. Im Experiment
168t sich diese Aufspaltung mittels eines Fabry-Perot-Etalons sichtbar ma-
chen. Dabei bringt man eine diinne Glasplatte in den Strahlengang. Die ein-
zelnen Reflektionen an der Ober- und an der Unterseite des Glasplattchens
iiberlagern sich dabei. Die Inteferenzbedingung fiir die k-te Ordunung der
Uberlagerung der Strahlen beim Durchgang durch ein Plittchen der Dicke d
und Brechungsindex n bei einem Einfallswinkel « ist:

2d\/n? —sin? a = kX (4.54)
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Abbildung 4.8: Die Auswahlregeln fiir die Emission bzw. Absorption von
Photonen sind Al = £+1 und Am =0, +1.

Nach dieser Interferenzbedingung werden einzelne Wellenldngen bei un-
terschiedlichen Einfallswinkeln durchgelassen. Benutzt man einen parallelen
Lichtstrahl, so kann man mit einem Verdrehen des Etalons bzw. der Va-
riation des Einfallswinkels eine gewiinschte Wellenlédnge selektieren. Benutzt
man einen divergenten Strahl, so werden die einzelnen Wellenldngen bei un-
terschiedlichen Winkeln transmittiert. Genau diese Anordnung benutzt man
zur Beobachtung des Zeemaneffektes.

Im Experiment wird die 644 nm Linie von Cadmium beobachtet. Je nach
Orientierung des angelegten Magnetfeldes bekommt man entweder drei Li-
nien oder zwei Linien, wie in Abb. 4.9illustriert wird. Beobachtet man die
Linienstrahlung in der Richtung des Magnetfeldes so bekommt man rechts-
zirkular polarisiertes Licht, sog. o*-Licht fiir Am = +1 bzw. o~ -Licht fiir
Am = —1. Bei der Betrachtung senkrecht zum Magnetfeld entstehen drei
Linien, die linear polarisiert sind.

Emission als Resultat einer externen Stérung (Vertiefung)

Die Emission von Photonen wurde bislang, geméfi dem Bohr’schen Postu-
lat, als Ubergang eines Elektrons von einem héheren Niveau auf ein niedrige-
res Niveau beschrieben. Bei der Losung der stationdren Schrédingergleichung
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Abbildung 4.9: Beoachtung der Zeemanaufspaltung an der roten Cadmi-
umlinie.

des Wasserstoffatoms erhélt man jedoch Eigenfunktionen mit zugehorigen
Energieeigenwerten, die demnach beliebig scharf definiert sind. Die Energie-
eigenwerte héngen explizit nicht von der Zeit ab. Demnach ergibt sich aus
der zeitabhingigen Schrodingergleichung als Losung fiir die Zeitabhéngigkeit
der Wellenfunktion einfach:

U(r,t) = U(r)e™ (4.55)

D.h. die Eigenzustédnde im Wasserstoffatom dndern sich zeitlich nicht und
z.B. ein Elektron in einem n = 2 Niveau fallt nicht spontan in einen niedri-
geres n = 1 Niveau. Wie ldt sich dann die Emission der Atome erkldaren?

Bei der sogenannten spontanen Emission geht ein Elektron von einem
hoheren in ein niedrigeres Niveau iiber. Diese Emission kann nur beschrieben
werden durch die Kopplung des Atoms mit dem elektromagnetischen Feld.
Insbesondere die spontane Emission wird durch die Nullpunktsschwankungen
des elektromagnetischen Feldes verursacht, die als Stérterm im Hamiltonope-
rator auftreten. Die quantenmechanische Beschreibung des elektromagneti-
schen Feldes ergibt als Energie pro Frequenz:

E = hw <n + %) (4.56)

Dies ist fast identisch mit dem Postulat von Planck, der jeder Mode der
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Hohlraumstrahlung eine Energie nhw zuwies. Der zusétzliche Faktor % ent-
spricht der Nullpunktsschwankung, die auch als Vakuumfluktuation be-
zeichnet wird. Da der korrekte Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffatom
im elektromagnetischen Feld zusétzliche Terme enthélt, sind die obigen Wel-
lenfunktionen des Wasserstoffatoms nicht mehr stationdr und die Energie
nicht mehr scharf definiert. Es ergibt sich eine Energieverteilung aus deren
Breite AF sich mit der Heisenberg’schen Unschérferelation die Lebensdauer

T eines angeregten Niveaus ableiten 1&3t:

AET >N (4.57)

4.2.2 Elektronenspin

Auf der Basis des normalen Zeeman-Effekts wiirde man bei allen Atomen,
die mit einer [ = 0 Wellenfunktion beschrieben werden, keine Aufspaltung
im Magnetfeld erwarten. Im Stern-Gerlach-Versuch wurde allerdings ge-
zeigt, dafl ein Strahl von Silberatomen (siche Abb. 4.10), der durch einen
magnetischen Feldgradienten lauft, sich in 2 Richtungen aufspaltet.

E Ag,l1=0

Abbildung 4.10: Beim Stern-Gerlach-Versuch passieren Ag-Atome einen
Magnetfeldgradienten. Obwohl der Grundzustand der Ag Atome zu 1=0
gehort, beobachtet man die Aufspaltung in zwei unterschiedliche Richtun-
gen. Dies wird interpretiert als die Aufspaltung durch die méglichen Orien-
tierungen des Elektronenspins zum Magnetfeld.

Die Kraft auf ein magnetisches Moment g ist gegeben als:

F=[iVB (4.58)

Durch die beobachtete Aufspaltung in 2 Richtungen kann man schlieen,
dafl ein Silberatom, obwohl dessen Elektronen darin zu einem Gesamtbahn-
drehimpuls [ = 0 koppeln, trotzdem noch ein magnetisches Moment tréagt. Im
Silberatom kann das magnetische Moment nur von dem &duflersten Elektron
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hervorgerufen werden, da sich die Drehimpulse aller anderen Elektronen im
Atom aufheben. Das duflerste Elektron hat eine Wellenfunktion entsprechend
[ = 0. Das beobachtete magnetische Moment des Elektron kann deshalb nur
durch den sogenannten Eigendrehimpuls des Elektrons selbst verursacht wer-
den. Diesen bezeichnet man als Spin s des Elektrons.

Da die Aufspaltung in nur 2 Richtungen erfolgt, muf3 die zugehorige Spin-
quantenzahl s = % sein, wegen

—s<my<s (4.59)

Der Betrag des Spinvektors § berechnet sich aus der Spinquantenzahl s.

18] = \/5(s + 1) = ?h (4.60)

Der Vergleich mit dem Experiment zeigte zudem, dafl der absolute Wert
fiir die Aufspaltung ungefahr doppelt so grofl ist, wie von der Aufspaltung
beziiglich [ erwartet wurde (g = —%L/LBZ_}. Dies wird ausgedriickt durch den
sog. g-Faktor des Elektrons g;.

ﬁs = _QS%MBg mit gs = 2 (461)
Dieser g-Faktor des Elektrons 148t sich mit dem Einstein-de-Haas-
Effekt messen. Betrachten wir einen magnetisierten Eisenzylinder in einer
Spule, der an einem Torsionsfaden héngt, wie in Abb. 4.11 gezeigt. Die
Magnetisierung wird im wesentlichen von den Spins der Elektronen verur-
sacht, da deren Bahndrehimpuls vernachliissigt werden kann. Andert man
die Stromrichtung in der Spule, so wird die Magnetisierung M umgedreht.
Die Anderung der Magnetisierung, die durch N Elektronen mit magneti-
schen Moment u4 verursacht wird, entspricht:

AM = 2M = 2Np, (4.62)

Durch das Umklappen der magnetischen Momente werden auch die Dre-
himpulse der Elektronen umgedreht. Die Anderung im Gesamtspin S er-
gibt ein riickstellendes Drehmoment auf den Zylinder, der an einer Verdril-
lung des Torsionsfadens sichtbar wird. Der Drehimpuls des Zylinders mit
Tragheitsmoment [ sei L:

AS =2Ns, = Nh=—L = —Iw (4.63)

Durch die Messung der Magnetisierungsédnderung AM und durch die Mes-
sung der Drehimpulsénderung durch die Verdrillung, 148t sich das Verhéltnis
AM/AS bestimmen. Daraus bestimmt sich dann mit
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Abbildung 4.11: Beim Einstein-de-Haas Effekt wird die Magnetisierung
ein einem Zylinder durch das Umpolen einer Spule umgedreht. Durch die
Anderung der Orientierung der Elektronenspins wird ein riickstellendes
Drehmoment auf den Zylinder ausgeiibt, das mittels eines Torsionsfadens
gemessen werden kann. Aus dem Verhiltnis zwischen Anderung der Magne-
tisierung und Anderung des Drehimpuls kann auf den g-Faktor des Elektrons
geschlossen werden.

AM _ 2Npe _ gspiBs: €
= = = gs— 4.64
AS T 2Ns.  hs.  "om (4.64)
der g-Faktor des Elektrons.
Wie 1aBt sich nun der Spin des Elektron in der Wellenfunktion
beriicksichtigen. Zunéchst definieren wir einen Anteil y, der diese Eigenschaft

beschreiben soll:

\Iln,l,m,s = Rn,le,me (465)

Die Anwendung eines Spinoperators soll die beiden moglichen Orientie-
rungen dieses Drehimpulses (Spin nach oben x4, bzw. Spin nach unten x|)
beziiglich der Quantisierungsachse z ergeben, gemafl

R hi

Sxt = X1 (4.66)

R hi

52X = TN (4.67)
(4.68)

Eine Analyse zeigt, dafl ein Operator, der diese Eigenschaften erfiillt, am
besten durch eine 2 x 2 Matrix und den Spinanteil der Wellenfunktion durch
einen 2er Vektor beschrieben wird. Der Spinoperator ergibt:
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( ; jﬂ») (4.69)
X¢=<(1]) mz(?) (4.70)

Da der Spinoperator, wie alle Drehimpulsoperatoren, der Vertauschungs-
relation [$,,5,] = @hs, geniigen muB, ergeben sich fiir die x- und y-
Komponenten von s:

. nf0 1  h(0 —i
5””‘5(1 o) Sy_i(z' 0) (4.71)

Theoretische Ableitung des Elektronenspins (Vertiefung)

und

Die Existenz eines Eigendrehimpulses des Elektrons 148t sich allerdings auch
theoretisch ableiten. Basis hierfiir ist die Betrachtung der relativistischen

Energie-Impuls-Beziehung:
E = \/p*c* + mict (4.72)

bzw. nach dem quadrieren.

E? = p*c® + mict (4.73)

Ersetzt man nun den Impuls durch p — —tAV und £ — ih% erhalt
man aus Gl. 4.73 eine relativistische Bestimmungsgleichung fiir die Wellen-
funktion analog zur Schrodingergleichung. Eine Analyse der Losungen zeigt
allerdings, dal man sowohl negative als auch positive Energieeigenwerte be-
kommt. Die positiven und negativen Energieeigenwerte entstehen prinzipiell
durch das Ziehen der Wurzel. Dirac machte nun den Ansatz, dafl nach dem
Wurzelziehen wieder ein einfacher Ausdruck linear in p entstehen soll:

E = \/p2c + mict = acp + Pmoc? (4.74)

wobei o und 8 Konstanten sind, die man noch bestimmen mufl. Betrach-
ten wir zunéchst nur eine Dimension x, so gilt:

P2+ myct = (acp, + 5m002)2 (4.75)

bzw.:
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p2c® +mict = a?c®p? + (aB + Ba)moc’p, + BPmict (4.76)

Ein Vergleich der beiden Seiten zeigt:

o =1 (4.77)
af+pa = 0 (4.78)
3 =1 (4.79)

Diese Gleichungen haben keine Losung fiir o und 3 als Skalare, wohl aber
fiir « und B als Matrizen! Im dreidimensionalen ergeben sich aus diesen
Bedingungen als Losungen 4 x 4 Matrizen folgender Form:

10 0 O

01 0 O
B = 00 -1 0 (4.80)

00 0 -1

und «; (o; sind 2 x 2 Matrizen):
0 g :|

aj = 4.81
=l % (4.81)

Hierbei sind o;, die so genannten Pauli-Matrizen, die schon bei der
Definition des Spinoperators verwendet wurden. Die Pauli-Matrizen sind:

%—[?H,%—[g%},@—u_j} (4.82)

Mit den Matrizen o und 3 ergibt sich damit die sogenannte Dirac-
Gleichung:

EV = zh%\ll = (QuCps + ycp, + azep, + Bmoc?) ¥ (4.83)

Im Fall der Losung der Dirac-Gleichung erhalten wir 4er Vektoren fiir die
Wellenfunktion. Die einzelnen Komponenten dieser Wellenfunktion gehéren
jeweils zu den Anteilen mit Spin nach oben bzw. unten, bzw. zu positiven
und negativen Energieeigenwerten.

U1 E
U E
U1t —F
U, -F

(4.84)
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Zusammenfassend 14t sich sagen, daBl die relativistischen Energie-
Impuls-Beziehung durch Wellenfunktionen geltst werden, die 4er Vektoren
sind. Die einzelnen Komponenten entsprechen einer Aufspaltung beziiglich
des Spins und des Vorzeichens der Energie.

Ein Problem bleibt allerdings bestehen, da es immer noch Lésungen mit
negativen Energien gibt. Die positiven und negativen Energieeigenwerte be-
ginnen jeweils oberhalb bzw. unterhalb +mgc?, wie in Abb. 4.12 gezeigt. Da
immer der niedrigste Energiezustand angestrebt wird, sollte man erwarten,
daB alle Systeme zu negativen Energieeigenwerten zerfallen.

Dirac postulierte nun, daf3 alle negativen Energiezustdnde schon besetzt
sind und das demnach der Ubergang der Systeme in niedrigere Zustinde nicht
mehr moglich ist. Dieser See an Eigenzustédnden bei negativen Energien, wird
als Dirac-See bezeichnet®. Das Fehlen eines besetzten Zustands im Dirac-See
wird als Antiteilchen interpretiert. D.h. fillt ein Elektron in so ein Loch im
Dirac-See wird das interpretiert als Vernichtung eines Elektron-Antielektron
Paares unter Emission von 2 Photonen mit einer Energie entsprechend den
Ruhemassen des Teilchens und Antiteilchens von jeweils mgoc?.

Abbildung 4.12: Losungen der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
konnen nur gefunden werden, wenn man die Teilchen mit Wellenfunktio-
nen beschreibt, die 4er Vektoren entsprechen, die zu entsprechenden Spin-
Richtungen und Energieeigenwerten gehéren. Weiterhin zeigt sich, dafl bei
der Losung der relativistischen Gleichung auch negative Energieeigenwerte
moglich sind. Nach Dirac sind diese Zusténde alle besetzt.

SWichtig ist hierbei, dafl Elektronen Spin 1/2 Teilchen sind (=Fermionen), bei denen
jeder Zustand nach dem Pauli-Prinzip nur einmal besetzt werden darf. Dies wird spéter
noch erldutert.
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4.2.3 Feinstruktur

Die Aufhebung der Entartung in einem Magnetfeld, kann nicht nur durch
ein von auBen angelegtes Magnetfeld verursacht werden. Auch die Kreisbe-
wegung des Elektron selbst erzeugt ein internes Magnetfeld B;, beziiglich dem
sich der Elektronenspin unterschiedlich ausrichten kann. D.h. die Entartung
beziiglich s wird aufgehoben. Dies 148t sich anschaulich verstehen.

Das Magnetfeld, dafl durch eine bewegte Ladung q erzeugt, wird berech-
net sich nach dem Biot-Savart’schen Gesetz zu:

Bi= L2 (% 7) (4.85)

Um die Aufspaltung in dem internen Magnetfeld B; zu beschreiben,
benotigt man das Magnetfeld am Ort des Elektron. Dazu begibt man sich
in das Ruhesystem des Elektrons (Abb. 4.13). Von diesem aus betrachtet,
sieht man den Atomkern mit Ladung +Ze um das Elektron laufen. In dem
Ruhesystem des Elektron berechnet sich das Magnetfeld B; zu”:

B _ poZe poZe

=
43

(0 x (=) =

(5 x7) =

4r3m

Abbildung 4.13: Im Ruhesystem des Elektrons lauft der Atomkern mit
Ladung Ze am Ort —7 um das Elektron. Dieser Kreisstrom erzeugt ein
Magnetfeld, in dem sich der Elektronenspin ausrichtet.

Bei der Riicktransformation in das Laborsystem mufl man zusétzlich
noch beriicksichtigen, dafl der Elektronenspin, wenn man ihn vom Atomkern
aus beobachtet, scheinbar einmal um sich selbst prézediert bei einem Um-
lauf um den Atomkern (Thomas-Prézession, Abb. 4.14). Dies erzeugt einen

"Der Vektor 7 im Biot-Savart’schen Gesetz 4.85 hat seinen Ursprung am Ort der La-
dung und zeigt zu dem Ort, an dem das Magnetfeld berechnet werden soll. In unserem
Koordinatensystem, hingegen (sieche Abb.4.13), hat der Vektor allerdings seinen Ursprung
im Zentrum der Kreisbewegung und zeigt zu dem Ort der bewegten Ladung. Diese Nota-
tion wird beriicksichtigt, indem man fiir den Ortsvektor im Biot-Savart’schen Gesetz —r
setzt.
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zusitzlichen Faktor 1/2 in der Beschreibung von B;. Damit ergibt sich das
interne Magnetfeld B; zu:

. Ze -
B =12 (4.87)

Abbildung 4.14: Bei der Betrachtung des umlaufenden Elektrons vom
Atomkern aus gesehen, scheint dessen Spin einmal um seine Achse zu
préazedieren. Dies bezeichnet man als Thomas-Prézession.

Die Verschiebung der Energieniveaus durch die Orientierung des Elektro-
nenspins beziiglich des Magnetfeldes B; ergibt:

= 1
AFE = —jisB; = gspp=—
HsPDl = 9ol S s 8mrm?r3
Wie berechnet sich nun das Skalarprodukt des Spinvektors §und des Dre-
himpulsvektors [?7 Da das Coloumb-Potential ein Zentralpotential ist, gilt
Drehimpulserhaltung fiir den Gesamtdrehimpuls j (siehe Abb. 4.16). Die-
ser Gesamtdrehimpuls setzt sich aus Spin und Bahndrehimpuls zusammen
gemaf:

g (4.88)

j=0+3 (4.89)

Der Gesamtdrehimpuls wird durch die Quantenzahlen j und m; charak-
terisiert:

7l = A3 +1) j. = mjh (4.90)

Bei der Addition von den Drehimpulsen [und § zu einem Gesamtdrehim-
puls j gilt zu beachten, dass fiir beide einzelnen Drehimpulse zunéchst [, s
und my, my zeitlich konstant bleiben. Nach der Addition verlieren die Groéfien
my und m ihre Bedeutung und die Quantenzahlen 7,/ und s sowie m; blei-
ben jetzt zeitlich konstant. Die vektorielle Darstellung dieser Addition muf3
so konstruiert werden, dafl die Linge der Vektoren immer den Quantisie-
rungsbedingungen gehorchen.

118 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 4. DAS WASSERSTOFFATOM 4.2. H-ATOM IM MAGNETFELD

Die Kopplung von zwei Drehimpulsen soll im folgenden grafisch erlautert
werden. Wie in der Mechanik lassen sich auch in der Quantenmechanik die
Vektoren von zwei Drehimpulsen addieren und bilden danach den Gesamt-
drehimpuls.

Vor der Kopplung sind die beiden einzelnen Drehimpulse l: und l;
beziiglich ihrer Linge |I] und ihrer Projektion auf die Quantisierungsachse
eindeutig definiert. Als Quantenzahlen bekommt man [, ly, m;; und my 5.

Fiir die Kopplung der beiden Drehimpulse gilt, dafl die neue Quantenzahl
des Gesamtdrehimpulses sich ergibt als®:

D.h. die Lénge des Vektors [ ist:

1 =hI(+1) =h/(lh + L)1y + 15+ 1) (4.92)

Nach der Kopplung sind die Lingen der Vektoren l:, l: und E sgharf
definiert, aber nur noch die Projektion des Gesamtdrehimpulsvektors [ auf
die Quantisierungsachse. Die Quantenzahlen m;; und my; s sind keine Erhal-
tungsgroflen mehr. Dies ist in Abb. 4.15 veranschaulicht.

R S

Abbildung 4.15: Kopplung von zwei Drehimpulsen l_i und l_é zu einem
Gesamtdrehimpuls [.

8Im Prinzip kann der Gesamtdrehimpuls Quantenzahlen von [l1 — lo| < 1 < |l + Ig]
annehmen.
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j=312
I=1
s=1/2
m;=3/2
it
2|
] /s
0 + 0
=112
DS =1
1=1, m=1 s=1/2, m=1/2 12 <4 5 s=1/2
» m;=1/2
vor der Kopplung

Abbildung 4.16: Der Drehimpuls des Elektrons [ und dessen Spin § kop-
peln zu einem Gesamtdrehimpuls j.

Das Skalarprodukt 148t sich aus dem Quadrat von Gl. 4.89 bestimmen
AR

2

izép?—ﬁ—éyz%ug+1y4@+n—s@+n] (4.93)

Die Energieeigenwerte geben damit:

1 /1,0262 .

E,,«=F,—u,B = FE,+- 1" D —I1(1+1)— 1)] (4.94

1, s By +5 8ﬂm33uo+-> (I+1)—=s(s+1)] (4.94)
N——

Der Faktor a berechnet sich zu”:
B LoZe*h? . 1
a = <CL> = W \Ijn,l,mﬁan,l,m (495)

mit dem Ergebnis fiir die Eigenfunktionen ¥;,, ,, des Wasserstoffatoms:

9Bei der Berechnung des Erwartungswertes fiir die Energie ist es notwendig, alle Terme
des Hamiltonoperators geméfi [ W*HW¥ zu berechnen. Aus dieser Berechnungsvorschrift
entsteht der Term [ U* LW,
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AT
a=—F, 4.96
nl(l+3)(1+1) (4.96)
mit
2
Joce 1
47h 137 (4.97)

Den Koeffizienten « bezeichnet man als Sommerfeld’sche
Feinstruktur-Konstante. Er ist ein charakteristischer Entwicklungs-
parameter fiir die Storungsrechnungen bei der Bestimmung von Ener-
giezustinden. Die mdglichen Orientierungen des Elektronenspins zu dem
Bahndrehimpuls ergeben:

1 1
j:l+§ und j:l—§ (4.98)

Demnach ergibt die Feinstrukturaufspaltung:

AT

_ 1
AE = En,l,lJr% — En,l,lf% = Qa (l + 5) = —Enm (499)

D.h. die GroéBenordnung der Feinstrukturaufspaltung ist o*(~ 107°) mal
dem Energieeigenwert F, des betrachteten Niveaus.

Z2 052 Z4

AE = —E,
nll+1) < w3l + 1)

(4.100)

Diese Abhéngigkeit 148t sich einfach verstehen. Die Aufspaltung steigt
mit Z*, da das Magnetfeld B; mit dem Kreisstrom der Ladung Ze ansteigt.
Die Aufspaltung wird geringer mit steigendem n und [, da der Abstand des
Elektrons vom Atomkern immer gréfler wird und demnach das Magnetfeld
am Ort des Elektrons immer kleiner.

Um die komplette Feinstrukturaufspaltung zu beschreiben, benotigen wir
noch einen zusétzlichen Einfluss auf die Energieniveaus, die relativistische
Massenzunahme. Setzt man die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
fiir die kinetische Energie an,

Epin = \/P*c® + mct — myoc? (4.101)

so ergibt sich folgender Ausdruck, wenn man die Wurzel entwickelt fiir pc? <

2 4.
myc™:
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E _ 2_|_ p2 1 (p2)2 + 2 (4 102)
kin — MoC om S mBe2 mocC .
Da die nicht-relativistische Energie-Impuls-Beziehung
2
p
Eyin = — 4.103
F 2m ( )

ist, kann man den Term proportional zu p* in Gl. 4.102 als Stérungsterm
erster Ordnung in Gl. 4.103 auffassen. Man erhélt:

1 At
8 m3c?

Mit dem Erwartungswert fiir den Operator V* ergibt sich schlieBlich:

AFE =

/ \IJ;WV‘*qJW,m (4.104)

1
AFE =

n

3 1
E,Z%a* | — — 4.105
“ (4n I+1 /2) (4.105)
Dieser Term ist eine Storung der Ordnung a?. Addiert man die Beitriige
der Kopplung zwischen [ und § (Gl. 4.94) und die relativistische Massenzu-
nahme (Gl. 4.105), so bekommt man schliefllich fiir die Feinstrukturaufspal-
tung:

AT 1 3
E..—E, |1 -2 4106
=[S ()] (100

Man sieht, dafl diese Aufspaltung nicht mehr von [ abhéngig ist, sondern
nur noch von 7 und n. Als Nomenklatur der einzelnen Niveaus wihlt man
eine allgemeine Bezeichnung entsprechend:

n* L, (4.107)

Groflbuchstaben verwendet man als Notation bei Mehrelektronenatomen,
bei denen die einzelnen Drehimpulse zu Gesamtdrehimpulsen addiert werden
miissen. Das n = 2 Niveau mit [ = 1, j = 3/2 im Wasserstoffatom ist
demnach:

2°P3)» (4.108)

In dieser Notation ist die Aufspaltung im Wasserstoffatom in Abb. 4.17
gezeigt. Man erkennt, dafl insbesondere bei hohen Quantenzahlen [ und n,
die Feinstrukturaufspaltung immer kleiner wird.
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1=0 I=1 =2
N=3 —— 3|j5/*2*
3s i 3Dy,
SV 3P1/z
N=2 e e
. P
[k 1 P
12
N=1 .
1S,

Abbildung 4.17: Feinstrukturaufspaltung im Wasserstoffatom.

4.2.4 Anomaler Zeeman-Effekt
Herleitung

Beim normalen Zeeman-Effekt haben wir die Aufspaltung der Energie-
niveaus beziiglich des Drehimpulses [ betrachtet. Diese Art der Aufspaltung
kann man im Wasserstoffatom jedoch nicht beobachten, da neben dem Bahn-
drehimpuls, noch der Spin des Elektrons beriicksichtigt werden muf!°.

Beim anomalen Zeeman-Effekt findet eine Aufspaltung beziiglich des Ge-
samtdrehimpuls in einem &ufleren Magnetfeld statt. Dies gilt nur, wenn m
zeitlich konstant bleibt. Dies ist der Fall, wenn das interne B-Feld B; (siehe
Gl. 4.86), das fiir die Kopplung zwischen [ und 5 verantwortlich ist, starker
ist als das von auflen angelegte Magnetfeld. In diesem Fall koppeln [und §
zu einem Gesamtdrehimpuls 7, der zeitlich konstant bleibt im Zentralfeld des
Atomkerns, wie in Abb. 4.18 verdeutlicht. Die Drehimpulsvektoren [und §
prézedieren um die Richtung von j Nur der Drehimpulsvektor j prazediert
um die z-Achse.

Legt man allerdings ein sehr starkes Magnetfeld an, so wird das in-

9Den normalen Zeeman-Effekt kann man nur beobachten in Mehrelektronensystemen,
bei denen die Summe der Spins zu einem Gesamtspin S = 0 koppeln und nur die Summe
der Bahndrehimpuls iibrig bleibt.
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B, >B <

intern intern Bextern

extern

Abbildung 4.18: Aufspaltung des Gesamtdrehimpulses in einem &ufleren
Magnetfeld: falls das interne Magnetfeld, das durch den Bahndrehimpuls
entsteht stiarker als das von auflen angelegte ist, bleibt j erhalten (LS-
Kopplung); falls das interne Magnetfeld schwécher als das von auen ange-
legte ist, bricht die LS-Kopplung auf und der Bahndrehimpuls und der Spin
orientieren sich separat zum dufleren Magnetfeld (Paschen-Back-Effekt).

terne Magnetfeld él, erzeugt durch die Kreisbewegung des Elektrons, ver-
nachléssighbar und [und § spalten separat beziiglich des externen Feldes auf
und prézedieren jeweils separat beziiglich der z-Richtung. Dies bezeichnet
man als Paschen-Back-Effekt.

Die Aufspaltung beziiglich des magnetischen Moments gegeben durch das
externe Magnetfeld ist:

—

AE = —ji,B (4.109)

Das magnetische Moment berechnet sich aus [ 'und § zu:

— € ' —
=5 (l + gss) (4.110)

Wegen des anomalen g-Faktors des Elektrons gilt es aber zu beachten, daf3
der Vektor /i; nicht in dieselbe Richtung zeigt wie ; Das hat zur Konsequenz,
daB das magnetische Moment /i; um die Achse von j prizediert. D.h. fiir die
Aufspaltung mufl der mittlere Wert () betrachtet werden, wie in Abb. 4.19
dargestellt. Fiir die Mittelung benutzt man jeweils die Projektion von ['und
§ auf die Richtung j, geméB:
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q e (I &
i) = 5 (m |y|> R

Mit der Einfithrung eines entsprechende Landéfaktors g; kann man schrei-
ben:

" -
(fij) = gsup 7] (4.112)

und

JU+ 1) +s(s+1)—1(+1)

gi =1+ —
’ 2j(j +1)

(4.113)

—
0

=l

Abbildung 4.19: Wegen dem anomalen Landéfaktor des Elektrons, muf
das magnetische Moment zu (p;) gemittelt werden, da ji; um die Achse von
j préazediert.

Die Aufspaltung der Energieniveaus beim anomalen Zeeman-Effekt (ox
gjipB) ist jetzt nicht mehr dquidistant, wie beim normalen Zeeman-Effekt
(< upB), da jetzt jeweils der g-Faktor g; unterschiedliche Werte annehmen
kann. Dies hat zur Folge, daff das P-Niveau nicht nur in drei Linien wie beim
normalen Zeeman-Effekt sondern in 10 Linien aufspaltet.
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Experimentelle Beobachtung des anomalen Zeemaneffektes
(Vertiefung)

Optisches Pumpen

Die Feinstruktur erzeugt sehr kleine Linienverschiebungen, die mit einfa-
chen Methoden nicht zu spektroskopieren sind. Aus diesem Grund verwendet
man dort so genannte Sattigungsmethoden. Betrachten wir dazu den einfa-
chen Fall eines Zwei-Niveau-Systems (1 und 2), das im thermischen Gleich-
gewicht gleich besetzt sein soll, da die Niveaus auf der Energieskala eng bei-
einander liegen. Durch die Einstrahlung von Licht, das dem Ubergang 1 — 2
entspricht, werden alle Atome vom Zustand 1 in den Zustand 2 angeregt.
Nachdem die vollstdndige Besetzung des Zustandes 2 erreicht ist, kann kein
weiteres Licht mehr absorbiert werden, da kein Atom mehr im Zustand 1
vorliegt. D.h. die Atome werden fiir das Licht transparent. Dies bezeichnet
man als optisches Pumpen.

Manipuliert man jetzt durch einen externen Effekt diese Besetzung, so
andert sich diese Transparenz, was leicht mef3bar ist. In einem einfachen Ex-
periment macht man sich diesen Effekt zu Nutze. Dazu benutzt man die rote
795 nm-Linie von Rubidium, die Ubergéinge zu unterschiedlichen Quanten-
zahlen mp enthélt, wie in Abb. 4.20 illustriert ist. Nachdem diese Zustédnde
entartet sind, liegen sie alle bei derselben Wellenlénge. Allerdings unterschei-
den sie sich hinsichtlich ihrer Polarisation. Uber einen Interferenzfilter, der die
795 nm Linie auswéhlt, und einen Polarisationfilter 148t sich jetzt entweder
0T oder o~ -Licht auswihlen. Dieses Pumplicht fillt jetzt auf eine Zelle mit
Rubidiumdampf, dem ein Magnetfeld {iberlagert ist. Durch dieses Magnetfeld
werden jetzt die einzelnen Zeeman-Nivaus aufgespalten. Diese Aufspaltung
ist sehr klein im Vergleich zur Linienbreite der 795 nm Linie (Doppler- und
Druckverbreiterung in der Rubidiumlampe). D.h. der Rubidiumdampf kann
das ot-Licht absorbieren, bis Sittigung erreicht ist und der Dampf wieder
transparent wird. Allerdings fiihrt die Absorption von o*-Licht immer zu ei-
ner Erhohung der Quantenzahlen mg im System, da Amp = 41 erfiillt sein
muB. D.h. die Zustdnde mit positiven Quantenzahlen my reichern sich an.
Polt man jetzt das externe Magnetfeld um, so &ndert sich das Vorzeichen der
magnetischen Quantenzahlen und plotzlich sind die Atome mit negativen m g
sehr stark besetzt. Diese kénnen aber das o*-Licht wieder gut absorbieren,
und im Moment des Umschaltens bricht die Transparenz kurzzeitig ein, bis
durch das optische Pumpen wieder Séttigung erreicht ist.
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Emission Absorption

{ Helmholtzspulen
795 nm ;é ;2
me
F=2 h
o
1
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\ 87,
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Abbildung 4.20: Beim optisches Pumpen erzeugt man zunéchst in einer
Rubidium-Lampe ot-Licht eines bestimmten Ubergangs, das durch einen
Intereferenz- und Polarisationsfilter ausgewéhlt wird. Diese Licht fallt auf
einen Zelle mit Rubidiumdampf in einem Magnetfeld. Durch des o -Licht
werden Uberginge zu positiven Werten von m stark bevolkert. Beim Errei-
chen einer nahezu vollstéindigen Besetzung kann kein weiteres Licht absor-
biert werden und der Dampf wird transparent. Beim Umpolen des Magnet-
feldes vertauschen sich die Rollen von positiven und negativen mp-Werten
und der Dampf kann kurzzeitig wieder absorbieren bevor wieder Séttigung
eintritt.

Spektroskopie der Hyperfeinstruktur

Die Idee des optischen Pumpens wird auch direkt zur Bestimmung der
Feinstruktur genutzt, da man die Transparenz des Dampfes nicht nur durch
das einfache Umpolen des externen Magnetfeldes sondern auch durch die
direkte Anderung der Besetzung der Niveaus manipulieren kann. Diese di-
rekte Anderung der Besetzung der Zeeman-Niveaus erzeugt man durch das
Einstrahlen von sehr langwelligem Licht entsprechend der sehr kleinen Ener-
gieabsténde. Die direkte Absorption dieses langwelligen Lichtes 148t sich nur
schwer direkt messen, die daraus resultierende Anderung der Transparenz
des Dampfes hingegen sehr leicht.

Diese Idee wird technisch realisiert, indem man bei konstantem externen
Magnetfeld iiber eine Hochfrequenzspule sehr niedrig frequenten Lichts (f ~
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MHz) einstrahlt, das zu Ubergangen direkt zwischen den einzelnen Zeeman-
niveaus fiihrt.

Absorption

c*-Licht

Helmholtzspulen

§ HF-Spule % E P
XX
F=2 H
:
¢
}
23,
oesey 12 ¥Rb
F=1 3 N [ F | mAD—mA2)
~ B
T 2 251
1 2 2 T—0
3 2 0o
2 1 T<0
Pumplicht- o S| 2] A==
quelle Transmissionszelle Detektor 6 1 01

Abbildung 4.21: Spektroskopie der Feinstruktur von 3"Rb. Hierbei wer-
den zunichst wieder die Ubergénge optisch gepumpt, so da8 Zustéinde mit
positiven mg dominieren. Durch Einstrahlen einer Hochfrequenz lassen sich
jetzt Ubergéinge zwischen einzelnen Werten von F induzieren. Dies dndert
die Transparenz des Dampfes, wenn die Frequenz der eingestrahlten Hoch-
frequenz den Energieabstand der einzelnen Niveaus zu unterschiedlichen F
trifft.

Zunichst wird das System durch Einstrahlung des o™ Pumplichts in einen
Zustand mit groflen positiven Quantenzahlen mpg {iberfiithrt. Fiihrt jetzt die
zusitzliche Einstrahlung des niederfrequenten Lichtes zu einer Manipulati-
on dieser Besetzung der Niveaus, so wird das an einer Transparenzénderung
der 795 nm Linie sichtbar. Trigt man jetzt die Transparenz gegeniiber der
Frequenz der eingestrahlten niederfrequenten Lichtes auf, so bekommt man
ein charakteristisches Spektrum entsprechend der moglichen Ubergéinge zwi-
schen den einzelnen Niveaus zu unterschiedlichen Amp, wie in Abb. 4.21
illustriert ist.

4.3 Hyperfeinstruktur

In Analogie zur Kopplung des Elektronenspins mit dem Bahndrehimpuls,
kann man auch die Kopplung des Kernspins mit den Gesamtdrehimpuls 7 des
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Elektron betrachten (siche Abb. 4.22). Der Spin des Atomkerns setzt sich aus
der Summe der Spin 1/2 Teilchen der Protonen und Neutronen zusammen,
die sich aus dem Schalenmodell der Kernphysik ergibt. Der Gesamtspin eines
Atomkerns ist:

I = /I(I+1)h (4.114)

und der entsprechenden z-Komponente geméf

I, =mh (4.115)

Abbildung 4.22: Die Hyperfemstruktur entsteht durch dle Kopplung zwi-
schen dem Kernspin I und dem internen Magnetfeld BJ7 das durch den
Gesamtdrehimpuls der Elektronenhiille verursacht wird.

Fiir die Quantenzahlen zur Beschreibung des Atomkerns, verwendet man
in der Regel Grofibuchstaben. Die magnetische Drehimpulsquantenzahl m;
lduft zwischen —I und I:

—I<m;<I (4.116)

Das magnetische Moment des Kerns ist iiber das gyromagnetische
Verhéltnis v, mit dem Drehimpuls verkniipft geméf:

A - g,“—fff (4.117)

Das Kernmagneton ergibt:

e Me 1
h— _ 4.118
om,  m,' T 18367 (4.118)

b =

Der g-Faktor des Atomkerns, bzw. das gyromagnetische Verhéltnis ergibt
sich aus dem Schalenmodell des Atomkerns. Fiir ein einzelnes Proton ist yg:
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vk = 2.675 x 10%s 1T ! (4.119)

Zur Berechnung der Energieverschiebung durch die Kopplung zwischen
Magnetfeld, verursacht durch die Bahnbewegung der Elektronen und dem
magnetischem Moment des Atomkerns, benotigen wir jetzt das Magnetfeld
Bj am Ort des Atomkerns™'. Die Energieinderung ist wieder gegeben als:

AE;; = —ji;B; (4.120)

In dem Zentralfeld ist der Gesamtdrehimpuls F unter Beriicksichtigung
des Kernspins I wieder Erhaltungsgrofie:

— —

F=j+T (4.121)

die Quantenzahl F' lauft zwischen:
F=j5+1..,57-1 (4.122)
und fiir F gilt:

|F| = h/F(F + 1) F. = mph (4.123)

Das Magnetfeld Ej zeigt in Richtung j Demnach ergibt sich als Energie-
aufspaltung:

s s G L s IF(F+1) -G+ 1) - I +1
Ay = iy = |l B 2 = 1 P s
Hin Vi +DI(I+1)
(4.124)
Daraus erhalt man::
1
Eups =E,1; + EA [F(F+1)—j(+1)—1(I+1)] (4.125)

: _ 91pkB;
mit A = Wik
Fiir die Energieverschiebung gibt es noch einen zweiten Beitrag, der durch
magnetische Dipol-Dipol Wechselwirkung zwischen Kernspin und Elektro-
nenspin verursacht wird. Dieser Beitrag ist in der Regel kleiner als der Beitrag
durch den Bahndrehimpuls.
Eine Messung der Hyperfeinstruktur ist gleichzeitig eine Messung der Ei-

genschaften der Elektronenhiille (wegen Bj;), aber auch eine Messung der

1 Bei der Herleitung der Feinstrukturaufspaltung hatten wir das Magnetfeld am Ort des
Elektron benotigt!
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Kerneigenschaften (wegen g¢;). Im Falle des Wasserstoffatoms sind die Ker-
neigenschaften durch Kernspinresonanzmessungen sehr genau bekannt. Fiir
die 1s Wellenfunktion im H-Atom gilt:

2
A= g,uogsMBgIMkW(O) B (4.126)

Da g; fiir das Proton genau bekannt ist, wurde aus der Messung der Hy-
perfeinstruktur zum ersten Mal die Abweichung des g-Faktors des Elektron
gs von 2 bestimmt zu g, = 2.0023.

Weiterhin wurde die Hyperfeinstruktur des 1s-Niveaus im Wasserstoff be-
nutzt, um das Vorhandensein von Wasserstoff im Universum nachzuweisen.
Der Ubergang hat eine Wellenléinge von 21 cm (sieche Abb. 4.23), die der
Radioastronomie zugénglich ist.

1°s,, A4

21cm

Abbildung 4.23: Hyperfeinstruktur des 1s-Niveaus im Wasserstoffatom.

Die Hyperfeinstruktur wird in jeder Atomuhr ausgenutzt (siche Abb.
4.24). Hierbei wird ein Strahl von Césiumatomen durch zwei aufeinander
folgende Magnetfelder geschickt, die jeweils einen Gradienten besitzen, der
gleich ist aber in entgegengesetzte Richtungen zeigt. Bei einer gegeben Ein-
stellung des magnetischen Momentes des Césiumatoms, wird die Ablenkung
durch den Magneten 1 (F = ﬁgradé) wieder durch den Magneten 2 kom-
pensiert. Am Ende dieser Anordnung befindet sich ein Detektor, der diese
Céasiumatome nachweist. Bringt man jetzt zwischen diese beiden Magnete
ein Hohlraumresonator ein, so kann man mit dieser Strahlung die magneti-
schen Momente manipulieren bzw. umklappen. Dadurch wird die Ablenkung
die ein Moment im ersten Magneten erfahren wird, nicht mehr exakt durch
den zweiten Magneten riickgiingig gemacht und die Cédsiumatome erreichen
den Detektor nicht mehr. Uber eine Riickkopplung wird jetzt das Signal am
Detektor mit der Frequenz der Strahlung in dem Hohlraumresonator kon-
trolliert. Nur wenn diese Frequenz exakt dem Hyperfeinstrukturiibergang
entspricht, kann das magnetische Moment manipuliert werden. Somit wirkt
diese Frequenz wie ein Standard, das Uhrwerk der Atomuhr. Diese Atom-
uhr definiert die Sekunde als die Frequenz des Ubergangs F=3 nach F=4 im
Casium-133 Atom, die 9192631770 Hz betrigt.
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N S
Cs- L/,:/Jrfff B Detektor
Ofen | 4 T
s Hohlraum-
resonator
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feedback
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— 4
133Cg v,=9192631770 Hz
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Abbildung 4.24: Eine Atomuhr benutzt einen Hyperfeinstrukturiibergang
im Céasium-133 Atom als Zeitstandard.

An dieser Stelle ist es wichtig zu beachten, das die Hyperfeinstrukturauf-
spaltung durch das interne Magnetfeld erfolgt, die durch die Elektronenhiille
eines Casiumatoms definiert ist. Diese interne Magnetfeld ist auflerordent-
lich stark, so dafl &uflere Magnetfelder demgegeniiber vernachlassigbar sind.
Ein solches dufleres Magnetfeld konnte ja die Atomuhr verstimmen, da die
Zeeman-Aufspaltung zu einer Verschiebung der F=3 und F=4 Niveaus fiihrt.

4.4 Lamb-Verschiebung

4.4.1 Vakuumfluktuationen

Als letzte Korrektur fiir die Bestimmung der Energieniveaus im Was-
serstoffatom mufl schliefllich noch die sogenannte Lamb-Verschiebung
beriicksichtigt werden. Diese fiihrt zu einer Verschiebung der Energienive-
aus von s-Zustinden. Die Anderung der Energieniveaus ist eine Folge der
Kopplung des Elektron mit den Nullpunktsschwankungen oder Vakuumfluk-
tuationen des elektromagnetischen Feldes. Hierzu gibt es eine formale und
eine anschauliche Ableitung.

e formale Ableitung (Vertiefung)
Die Lamb-Verschiebung ist eine direkte Folge der Beriicksichtigung des
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quantisierten elektromagnetischen Feldes. Zunéchst gelten die Maxwell-
gleichungen im Vakuum geméf:

VxE = -B (4.127)
VxB = ek (4.128)
—~—
2
(4.129)

Als Ansatz fiir das elektrische Feld, das nur in z-Richtung zeigen soll,
wéhlen wir:

E. =p(t)N sin kx (4.130)

Hierbei ist p(t) die zeitabhéingige Amplitude und N eine Normierungs-
konstante. Der Ansatz fiir das entsprechende Magnetfeld ist:

N
B, = q(t)— coskx (4.131)
c

Mit dieser Aufspaltung in eine z- und y-Komponente aus Gl. 4.127 148t
sich schreiben:

_ 9B, _ 0By,
or Ot

(4.132)

Mit diesem Ansatz ergibt sich aus den Maxwellgleichungen mit w = ck
jeweils:

dq

_ 4.133
= wp ( )
dp

= - 4.134
= wq ( )

Aus diesen Gleichungen 148t sich jeweils eine Gleichung fiir p oder ¢

bilden:

d?q
=T w?q =0 (4.135)
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Dies ist eine Schwingungsgleichung fiir die Zeitentwicklung der Ampli-
tude des magnetischen Feldes. Nach Einstein entsteht das elektrische
und magnetische Feld als Uberlagerung von Photonen. In diesem Sinne
kann man GI. 4.135 als die Bestimmungsgleichung eines harmonischen
Oszillators interpretieren. Die Schwingungsquanten dieses Oszillators
sind die Photonen. In Analogie zum harmonischen Oszillator hat der
Hamilton-Operator die Form (siche Gl. 3.125):

. 1
H = hw (b*b + 5) (4.136)

mit den Leiteroperatoren:

%I

62 ) (4.138)

- u(g) e
- h(E

mit der Variablen-Substitution £ = \/Lﬁq. Diese Leiteroperatoren be-
schreiben jetzt die Erzeugung und die Vernichtung eines Photons. Mit
Hilfe der Leiteroperatoren lifit sich die Amplitude des magnetischen

Feldes ausdriicken als:
R
¢=1/5 (0" +0) (4.139)

Fir das Vektorpotential Aaus B=V x A ergibt sich:

1T h ikr T _—ikr
A=>"4/ TeV [be™™ + bl e 7] (4.140)
A N——

Normierung

Um die endgiiltigen Energieniveaus des Elektron in einem Atom
zu beschreiben, miissen jetzt alle Anteile am Hamiltonoperator
beriicksichtigt werden. Diese sind:

H = Hgiortron + Hom—reg + Hww (4.141)

mit den Beitragen:
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A h2
Hgiektron = _%A + V(T) (4142)
- 1
Hem—Feld = Z hCU)\ (bTb + 5) (4143)
A
Hyw = —Ap (4.144)

Der Hamiltonoperator fiir die Wechselwirkung zwischen Elektron und
elektromagnetischem Feld Ap hatten wir schon bei der Ableitung des
normalen Zeeman-Effekts abgeleitet (siehe Gl. 4.47). Dieser Ausdruck
ergibt unter Beriicksichtigung des quantisierten Feldes:

=35 h = [be™ + blem ] (4.145)
3 A€0

Normierung

Die Wellenfunktion fiir unser Problem beinhaltet jetzt das Elektron im
Atom wie auch die Besetzung des quantisierten elektromagnetischen
Feldes. Der Ausdruck 4.145 liest sich jetzt wie folgt: durch die Wech-
selwirkung des Elektron im Atom und dem umgebenden em-Feld, aus-
gedriickt durch den Wechselwirkungsoperator Ap, wird zunéchst ein
Photon gem#f b erzeugt und das Elektron geht von einem Zustand
n in einen Zustand n’ {iber. Anschliefend wird dieses Photon geméf
b wieder vernichtet und das Elektron kehrt in seinen urspriinglichen
Zustand n zuriick. Dieser Storterm ]:IWW zum ungestorten Hamilton-
operator H Elektron Tuhrt schliefllich zu einer Energieverschiebung, die
von der Wahrscheinlichkeitsdichte am Kernort abhingt:

AE o« |¥(0)? (4.146)
und demnach nur fiir s-Wellenfunktionen einen Beitrag hat.

anschauliche Ableitung

Durch die Wechselwirkung der Elektronen mit den Nullpunktsschwan-
kungen des elektromagnetischen Feldes verschieben sich die Energie-
niveaus. Bei diesen Nullpunktsschwankungen absorbiert und emittiert
das Elektron fortlaufend virtuelle Photonen. Durch den Riickstofl dieser
Photonen fiihrt das Elektron eine Zitterbewegung ér um seine Sollbahn
aus (siehe Abb. 4.25). Dies fiihrt zu einer entsprechenden Verschiebung
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im Potential des Atomkerns. Nachdem zwar gelten muf3 (§r) = 0, aber
die potentielle Energie mit r—! skaliert, gilt:

1 1
)£ () (4147

{

Abbildung 4.25: Durch den Austausch des Elektron mit virtuellen Photo-
nen des elektromagnetischen Feldes (diese entspricht formal der Nullpunkts-
schwankung des quantisierten em-Feldes), findet eine Verschiebung der Ener-
gieeigenwerte statt.

Dies hat zur Folge, dafl Niveaus mit geringem Abstand zum Atomkern
eine grofle Energieverschiebung erfahren.

Diese Art der Verschiebung wurde zum ersten Mal in dem Experi-
ment von Lamb-Retherford beobachtet. In diesem Experiment wurden H-
Atome zunichst durch Elektronenstof in den 2S;/, Zustand prépariert (sie-
he Abb. 4.26). Nachdem diese Zusténde nicht in 1S/, zerfallen kénnen
(wegen Al = =+1), erzeugen sie beim Auftreffen auf der Oberfliche eines
Detektors Sekundirelektronen'?, die nachgewiesen werden. Diese metastabi-
len H Atome laufen durch einen Mikrowellenresonator. In diesem Resonator
kann man Ubergénge zwischen 2S; 12— 2P3/5 (Absorption) bzw. 28/, —
2P, (stimulierte Emission) anregen. Die Niveaus 2P3/, und 2P/, kénnen
allerdings wieder nach 1S,/ zerfallen, und man beobachtet am Detektor
keine Sekundérelektronenemission. D.h. beim Durchstimmen der Mikrowel-
lenfrequenz im Resonator, beobachtet man bei einer bestimmten Frequenz

2Die Atome im Zustand 25, /2 bezeichnet man als metastabil, da sie nicht durch Photo-
nenemission in den Zustand 157 /5 zerfallen kénnen. Gleichwohl kénnen diese Metastabilen
sich aber bei anderen Stofiprozessen z.B. mit Elektronen oder mit Oberflichen abregen. Bei
einem Oberflachenstofl wird die Anregungsenergie frei und fiir die Emission eines Elektron,
dem Sekundérelektron, aufgewendet.
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z.B. entsprechend dem Ubergang 2S;/2 — 2Pj3/; eine Abnahme des Se-
kundérelektronensignals.

Nach der Feinstrukturaufspaltung sollte man keinen Energieunterschied
zwischen 25/, und 2P/, erwarten, da die Zusténde gleiche Quantenzahlen n
und j haben und gegeniiber [ entartet sind. Gleichwohl haben Lamb und Re-
therford nicht nur ein Signal entsprechend S; /» — P35 sondern zusétzlich ein
Signal entsprechend S,/ — P/, beobachtet. Anscheinend existiert ein Ener-
gieunterschied zwischen den Niveaus S;/, und P/,. Dieser wird durch eine
Verschiebung des S;/, Niveaus verursacht, die man als Lamb-Verschiebung
bezeichnet.

h/'

.
H-Atom 15, J 28, 2P, , 2P,

- W

Detektor

Signal Detektor

1000 MHz 10000 MHz

Sy, =Py Sy, > Py,

Abbildung 4.26: Experiment von Lamb und Retherford. Metstabile H-
Atome koénnen durch die Wechselwirkung mit einem MW-Photon in den
Zustand 2S; /,— 2P3/5 (Absorption) bzw. 25, 5 — 2P} /5 (stimulierte Emis-
sion) iibergehen. Diese sind nicht mehr metastabil und zerfallen nachfolgend
in den Grundzustand 25 /5.

4.4.2 Der Casimireffekt

Die Vakuumfluktuationen sind nicht nur ein abstraktes Konstrukt um die
Lambverschiebung oder das Auftreten der spontanen Emission zu erkléren,
sondern sie lassen sich auch sehr viel direkter beobachten.
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Betrachten wir dazu zwei plan-parallele Spiegel, die sich bei 0 K im Va-
kuum befinden. Dieses Vakuum ist allerdings erfiillt von Vakuumfluktuatio-
nen der Energie 1/2hw'3. Zwischen den Spiegeln miissen diese Wellen aber
den periodischen Randbedingungen geniigen, d.h. bei bestimmten Frequen-
zen bilden sich stehende Wellen wéhrend bei anderen Frequenzen sich keine
Wellen ausbilden konnen. Jeder dieser Wellen iibt einen Strahlungsdruck auf
die Spiegel aus. Bilanziert man jetzt den Strahlungsdruck innerhalb und au-
Berhalb der beiden Spiegel, bekommt man eine Differenz, die Spiegel ziehen
sich an. Dies bezeichnet man als Casimireffekt. Die Kraft skaliert dabei
wie:

Aher?
F= SA0dE (4.148)
mit A der Fliache der Spiegel und d dem Abstand. Diese Kraft ist au-
Berordentlich klein. Bei 1 cm? Spiegelfliche und 1 um Abstand, bekommt
man eine Kraft von 107"N ! Gleichwohl lassen sich diese Krifte bislang gut
messen. Insbesondere bei kleinen mikromechanischen Strukturen fithrt der

Casimireffekt zu mefibaren Resultaten.

4.5 Zusammenfassung

Die genaue Lage der Energieniveaus im Wasserstoffatom unter
Berticksichtigung der einzelnen FEffekte ist in Abb. 4.27 am Beispiel
des n=1 und n=2 Niveaus illustriert. Die Lage der Energieniveaus wird im
wesentlichen durch 4 Beitrige bestimmt.

e Energieniveau gemifl Schrédingergleichung

Durch Lésung des Radialteils der Schrodingergleichung ergeben sich
die Energieniveaus im Wasserstoffatom, die beziiglich der Drehimpuls-
quantenzahl [ entartet sind.

E, =—Ry= (4.149)

e Feinstruktur gemifl Dirac-Gleichung als Kopplung des Elek-
tronenspins mit dem internen Magnetfeld

13Die Frequenzen sind zunichst beliebig, was allerdings unphysikalisch ist: die Gesam-
tenergie des Vakuums bekommt man durch Integration iiber alle moglichen Frequenzen,
was aber gegen unendlich 14uft ( analog zur UV-Katastrophe bei der Hohlraumstrahlung).
Diese ” Vakuum-Katastropheist ein theoretisches Dilemma und ist bis heute nicht gelost.
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Durch Kopplung zwischen dem internen Magnetfeld B;, das durch die
Bahnbewegung des Elektron erzeugt wird, und dem Elektronenspin
plus der relativistischen Massenzunahme, ergibt sich eine Feinstruk-
turaufspaltung. Die Entartung beziiglich des Gesamtdrehimpulses 7 ist
aufgehoben:

2202 [ 1
E.; = E, l1+ < ( 3)] (4.150)

n j+%_ﬁ

Diese Korrektur ist von einer Groflenordnung, die durch die Sommer-
feld’schen Feinstrukturkonstante o ~ % gegeben ist.

Lamb-Verschiebung durch Kopplung des Elektrons mit den
Vakuumfluktuationen

Durch Absorption und Emission von virtuellen Photonen entsprechend
den Nullpunktsschwankungen des elektromagnetischen Feldes ergibt
sich ein Energieverschiebung fiir s Niveaus.

Hyperfeinstruktur durch Kopplung des internen Magnetfeldes
der Atombhiille mit dem Kernspin

Durch Kopplung des internen Magnetfeldes éj, das durch den Gesamt-
drehimpuls des Elektronenhiille verursacht wird, und dem magneti-
schen Moment des Kern ji; entsteht eine weitere sehr kleine Aufspal-
tung.

In einem &dufleren Magnetfeld wird die jeweilige Entartung beziiglich des

Drehimpulses 7 bzw. [ und s aufgehoben, da die Zentralsymmetrie des Pro-
blems durch die Vorzugsrichtung Magnetfeld gebrochen wird. Die entarteten
Niveaus spalten auf.
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Schrodinger Gl.
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Kapitel 5

Atome mit mehreren
Elektronen

5.1 Pauli-Prinzip

5.1.1 Fermionen-Bosonen

Betrachten wir ein System mit zwei Elektronen 1 und 2, die jeweils in den
Zustdnden a und b vorliegen kénnen. Als einfachster Ansatz fiir die Wellen-
funktion, die das System beschreibt, kann man einen Produktansatz wéhlen,
gemaf

Ul = Wy (a)Wy(b) (5.1)

Da beide Elektronen aber nicht unterscheidbar sind, kénnen wir eine
gleichwertige Wellenfunktion konstruieren, gemaf

U = Wy (a) Wy (b) (5.2)

Fiir die Bildung der korrekten Wellenfunktion, die ein Mehrelektronen-
system beschreibt, mufl die Wahrscheinlichkeitsdichte |¥|? bei Vertauschung
erhalten bleiben. Es mufl deshalb immer gelten:

(e = (e (5.3)
vl = 1yl (5.4)
Diese Bedingungen werden von dem einfachen Produktansatz 5.1 und 5.2

nicht erfullt. In Abb. 5.1 ist ein solcher Fall konstruiert in dem wir einem
Elektron am Ort r; einen 1s Zustand zuweisen und dem zweiten Elektron
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am Ort ry einen 2p Zustand. Vertauschen wir beide Zusténde so gelangen
wir zu einer unterschiedlichen Verteilung der Elektronendichte.

Abbildung 5.1: Bildung eines Zwei-Elektronensystems durch die
Uberlagerung eines 1s und 2p-Zustandes. Bei Vertauschung der Elektronen
bzw. Zusténde entsteht eine andere Wahrscheinlichkeitsdichte.

Um dieses Problem zu umgehen wird ein alternativer Ansatz durch die
Uberlagerung von beiden Zustdnden gefunden. Zum einen kann man eine
symmetrische Wellenfunktion konstruieren, geméafl

T = U () Ta(b) + Ua(a) U3 (0) (5.5)

die unter Vertauschung der Elektronen ihr Vorzeichen nicht &ndert. Bezie-
hungsweise eine anti-symmetrische Wellenfunktion, die ihr Vorzeichen
unter Vertauschung der Elektronen &ndert

T = Ty (a) s (5) — Ua(a) T (D) (5.6)

Die Symmetrie der Wellenfunktion hat grundlegende Konsequenzen fiir
die Besetzung der einzelnen Zustédnde. Betrachten wir den Fall, dafl die zwei
Elektronen nur einen Zustand a besetzen konnen. Die gemeinsame symme-
trische Wellenfunktion ergibt:

Vs =0y (a)Vs(a) + Vy(a)Vs(a) = 20 (a)¥s(a) (5.7)

Die gemeinsame anti-symmetrische Wellenfunktion ergibt
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Fermionen Bosonen
Leptonen €, b, T Mesonen 7, K, W
Ve, Vy, V7 | Photonen o
Baryonen n,p

Tabelle 5.1: Fermionen und Bosonen

U = Wy (a)Us(a) — Uy(a)Ws(a) =0 (5.8)

Man erkennt, dal im Fall der anti-symmetrischen Wellenfunktion, die
Wahrscheinlichkeit zwei Elektronen im selben Zustand zu finden gleich Null
ist. Daran schliefit sich die Frage, welche Art der Symmetriebedingung fiir
Mehrteilchensysteme gelten miissen? Es stellt sich heraus, dafl es zwei Klas-
sen von Teilchen gibt, die jeweils nur durch anti-symmetrische bzw. nur durch
symmetrische Wellenfunktionen beschrieben werden: (i) Fermionen sind
Teilchen mit halbzahligem Spin, die durch anti-symmetrische Wellenfunktio-
nen beschrieben werden; (ii) Bosonen sind Teilchen mit ganzzahligem Spin,
die durch symmetrische Wellenfunktionen beschrieben werden. Die einzelnen
Teilchen sind in Tab. 5.1 aufgefiihrt.

Man erkennt, da3 Elektronen immer durch anti-symmetrische Wellen-
funktionen beschrieben werden miissen. Daraus 148t sich direkt das Pauli-
Verbot ableiten:

Ein Quantenzustand, der durch die Quantenzahlen
n,l,m;, ms; charakterisiert ist, kann nur durch ein Elek-
tron besetzt werden.

Im Allgemeinen &8t sich die Bildung einer anti-symmetrischen Wel-
lenfunktion fiir N Elektronen in n Zustdanden mit Hilfe der Slater-
Determinante schreiben:

\I/1<CL) ‘Ifl(b) \Ijl(C) \Ifl(n)
. 1 @2(@) \Ijg(b) \I’Q(C) \Ifg(n)

\IJN(a) qj]\[(b) ‘IJN(C> \IIN(TL)
Fermionen und Bosonen gehorchen unterschiedlichen Quanten-
Statistiken.

e Bose-Einstein-Statistik
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Im Falle von Bosonen kénnen die Niveaus durch beliebig viele Teilchen
besetzt werden. Dies fithrt zur Bose-Einstein Statistik:

f(E) = % (5.10)

ek — 1

f(E) ist die Zahl der Teilchen im Zustand entsprechend der Energie
E. 1 bezeichnet das chemische Potential als die Energie, bei der ein
neues Teilchen dem System zugefiigt wird. Die Herleitung erfolgt ganz
analog zur Planck-Verteilung (siehe Gl. 2.15), die ein Spezialfall der
Bose-Einstein Statistik fiir g = 0 ist.

Fermi-Dirac Statistik

Im Falle von Fermionen, darf jeder Zustand nur von maximal einem
Teilchen besetzt werden. Betrachten wir dazu zwei Atomniveaus mit
den Energien £ und E + AFE. Durch Stofl mit einem Elektron geht
das System in ein hoheres Niveau iiber, wie in Abb. 5.2 gezeigt. Die
Wahrscheinlichkeit W fiir einen solchen Ubergang ist das Produkt aus
drei Termen:

W= f(E+AE)[1 - f(E)]p(E) (5.11)

f(E + AFE) ist die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron bei der Energie
E+ AF zu finden; 1 — f(F) ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Energie
E ein Elektron nicht zu finden. Nur wenn der Endzustand unbesetzt
ist, kann dieser Stof stattfinden als Ubergang eines Elektron vom Zu-
stand der Energie £+ AE zum Zustand mit Energie F; p(F) gibt die
Wahrscheinlichkeit an, das Atom im Zustand entsprechend £ zu finden.

E+AE

E+AE E

Abbildung 5.2: Durch Elektronenstofl geht ein System von dem Energie-
zustand F in den Zustand F + AF iiber.
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Die Wahrscheinlichkeit W’ fiir eine Abregung des Atomniveaus durch
einen Elektronenstof} ist in analoger Weise gegeben als:

W' = f(E)[1 - f(E + AE)| p(E + AE) (5.12)

Die Besetzung der Atomniveaus gehorcht der Boltzmann-Verteilung;:

Zﬂf%i%§§£§2:: eFnT (5.13)

Nachdem im Gleichgewicht die Wahrscheinlichkeiten fiir die An- und
Abregung W und W’ gleich sein miissen, gilt:

fE+AE)[1—f(B)]  _ae

ﬂEML—ﬂE+AEﬂ:ek” (5.14)
Es zeigt sich, dal der Ansatz:
1— f(E o
f(LE()) = Cetst (5.15)

die Gl. 5.14 erfullt. C ist hier eine Konstante. Man erhélt schlief3lich
die Fermi-Dirac Verteilung (siche Abb. 5.3):

ﬂE%=—J;— (5.16)

E—p
ersT + 1

f(F) ist die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand mit der Ener-
gie E zu finden. Wie man leicht zeigen kann, ist fiir den Fall T' = 0,
f(E < p)=1und f(E > p) = 0. Das chemische Potential in diesem
Fall bezeichnet man als Fermi-Energie Fp .

Die unterschiedlichen Quantenstatistiken werden an einer Reihe von Bei-

spielen illustriert.

e Elektronen in einem Festkorper

Freie Elektronen in einem Festkorper haben eine typische Dichte
von 10?3 em™3. Gemi#f dem Pauli-Verbot werden die elektronischen
Zustande von unten her aufgefiillt. Die maximale kinetische Energie
eines Elektrons bei 7' = 0 in einem Festkorper bezeichnet man dann
als Fermi-Energie.
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f(e) 1

Abbildung 5.3: Fermi-Dirac-Verteilung.

e Bose-Einstein-Kondensation

Die Gesamtzahl von Bosonen in einem abgeschloflenen System ist ge-
geben als:

N=S (5.17)

Der Index k bezeichnet die moglichen Wellenvektoren (bei Teilchen,
hier entsprechend der kinetischen Energie %) der diskreten Zusténde
in Analogie zur Herleitung der Planck’schen Verteilung (Gl. 2.16).
Wenn man die Summe in Gl. 5.17 in ein Integral umwandelt, mufl
man den Zustand mit £ = 0 bzw. £ = 0 gesondert betrachten. Die
Gesamtzahl der Teilchen ist:

< 1
N = / 5= Ak’ + No(E = 0) (5.18)
k  ekBT
Kiihlt man dieses System aus Bosonen ab, so sinkt die Besetzung der

einzelnen Niveaus mit E # 0, gemiB ——-. Da die Gesamtzahl der
kT

e "B
Teilchen aber N konstant bleibt, mufl die Zahl Ny der Bosonen im
Niveau £ = 0 stark ansteigen.

Es ist gelungen, dies im Experiment zu realisieren, in dem man Atome
(mit ganzzahligem Spin) mittels Laserkiihlung soweit abgekiihlt hat,
dafl alle Atome den niedrigsten Zustand einnehmen. Diese Atome be-
finden sich dann alle im selben Quantenzustand. Dies bezeichnet man
als Bose-Einstein-Kondensation, BEC.
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Das Erzeugen eines BEC wird in einer sogenannten Magneto-
Optischen Falle MOT durchgefiihrt, deren Funktionsprinzip in Abb.
5.4 veranschaulicht ist.

% Laser 6

Laser o*

Abbildung 5.4: Magneto-Optische Falle MOT zur Erzeugung eines Bose-
FEinstein-Kondensates.

In einem Paar Helmholtz-Spulen flieft gegensinnig ein Strom 1.
Dadurch entsteht im Zentrum der Helmholtz-Spulen-Anordnung ein
Punkt mit B = 0. Von diesem Punkt ausgehend steigt das Magnet-
feld in alle Richtungen an. Auf der Z-Achse ist B, > 0 fiir z > 0 und
B, < 0 fir z < 0. Im Zentrum der Anordnung befinden sich die zu
kondensierenden Atome, die ein verdndertes Magnetfeld sehen, wenn
sie sich vom Zentrum z = 0 weg bewegen. Ein Atom sei mit einem
Gesamtdrehimpuls F gekennzeichnet. Bewegt sich das Teilchen im Zu-
stand mpr = 41 nach oben, fithrt die Zeeman-Aufspaltung dazu, daf
es gegen eine Potentialberg anlaufen mufl. D.h. das Teilchen mit gege-
bener kinetischer Energie kehrt an einem Ort 42, um und bewegt sich
in die —z Richtung. Von unten wird ein rechts zirkular-polarisiertes
Laserlicht eingestrahlt, das vom Zustand mp = +1 absorbiert werden
kann. Der Laser ist so abgestimmt, daf er erst an einem Ort —z, ent-
sprechend einer bestimmten Grofie der Zeeman-Aufspaltung absorbiert
wird. Durch den Riicksto8 bei der Absorption des Photon, bewegt sich
das Teilchen wieder in die +z Richtung. D.h. das Teilchen bleibt in ei-
nem Potentialtopf eingesperrt, der durch die Zeeman-Aufspaltung und
durch den Photonen-Riickstof gebildet wird. In Analogie bekommt man
auch ein gebundenes Potential fiir die Atome im Zustand mp = —1.
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Das Einsperren der Teilchen in x- und y-Richtung erfolgt auf dieselbe
Art und Weise.

Das Abkiihlen der eingesperrten Teilchen kann auf mehrere Arten ge-
schehen. Die effizienteste besteht darin, die Wande des Potentialtop-
fes zu variieren, durch Variation von Laserwellenldange und Leistung
bzw. Magnetfeld. Teilchen mit hoherer kinetischer Energie bleiben
dann nicht mehr im Potentialtopf gefangen. Mit dieser sog. Verdamp-
fungskiihlung, verbleiben nur sehr kalte Atome gefangen. Man er-
reicht damit Temperaturen bis zu Nano-Kelvin, die nétig sind um den
Grundzustand makroskopisch zu besetzen.

Supraleitung

Das Ausfrieren in einen gemeinsamen Quantenzustand erreicht man
auch bei dem Phénomen der Supraleitung. Hier koppeln jeweils zwei
Elektronen mit anti-parallelem Spin zu einem sogenannten Cooper-
paar. Dadurch werden die Paare wegen der antiparallelen Kopplung
der Spins zu Spin 0 Teilchen und gehorchen damit der Bose-Einstein
Statistik. Die Bildung dieser Cooperpaare wird durch Gitterschwingun-
gen in dem Festkorper vermittelt. Da beim Auflésen eines Cooperpaars
diese Kopplung iiberwunden werden muf, ist der supraleitende Grund-
zustand durch eine Energieliicke AF von den Zustdnden der ungepaar-
ten, einzelnen Elektronen getrennt. Die Cooperpaare im Grundzustand
befinden sich alle in einem gemeinsamen Quantenzustand. Strom flief3t
widerstandslos, da die Cooperpaare wegen der Energieliicke keine dis-
sipativen Streuprozefe erleiden konnen. Fiir die Temperatur unterhalb
der Supraleitung auftritt, mufl gelten kg1 < AE

Suprafluiditat

Ahnlich zur Supraleitung beobachtet man auch Suprafluiditit. Kiihlt
man zum Beispiel das Heliumisotop “He unterhalb von 2.17 K, be-
obachtet man den Ubergang zur Suprafluiditéit, da wie bei der Bose-
Einstein Kondensation ein Grundzustand makroskopisch besetzt wird.
Die Kernspins und Elektronenspins im *He koppeln jeweils zu einem
Gesamtspin 0. In der suprafluiden Phase ist die Viskositédt Null und die
Waérmeleitfahigkeit unendlich.

Bei dem Isotop *He hingegen verbleibt ein Kernspin 1/2. Daher findet
hier nur Suprafluiditit satt, wenn zwei >He Atome, analog zur Supralei-
tung, wieder zu einem Cooperpaar koppeln. Wegen der geringen Kopp-
lungsenergie findet der Ubergang zu suprafluidem *He erst unterhalb
von 2.6 mK statt.
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5.1.2 Symmetrie der Wellenfunktion

Das Pauli-Verbot besagt, daff in einem Atom nie zwei Elektronen die gleichen
Quantenzahlen n, [, m; und m, haben diirfen. Dies ist gleich bedeutend mit
der Forderung, dafl die Wellenfunktion antisymmetrisch bei Vertauschung
ist, da damit die Wahrscheinlichkeit ¥2, beide Elektronen im selben Quan-
tenzustand zu finden, zu Null wird.

Betrachten wir die Wellenfunktion eines Systems mit zwei Elek-
tronen  W(nq,ly,my1, ms1, N, la, M2, ms2), die sich aus zwei Antei-
len zusammensetzt. Ein Anteil beschreibt den Ort der Elektronen
WOt (ny, 1y, my 1,2, lz,my2) und ein Anteil beschreibt den Elektronenspin
XSpin (ms,ly ms,2):

U = W (ny, by, my 1, 02, b, My o) X PP (g 1, Mg 2) (5.19)

Die Gesamtwellenfunktion ¥ mufl antisymmetrisch unter Vertauschung
der Elektronen bleiben. Hierbei gilt eine Produktregel, da die Bedingung anti-
symmetrisch gleich bedeutend mit einer Anderung des Vorzeichens bei Ver-
tauschung ist. D.h. ¥ bleibt antisymmetrisch, falls nur jeweils eine von bei-
den Funktion WO und y°P" antisymmetrisch ist. ¥ wird hingegen symme-
trisch, falls beiden Funktion W™ und x°P"" entweder symmetrisch oder anti-
symmetrisch sind. Symmetrische Gesamtwellenfunktionen sind nach dem
Pauli-Verbot nicht erlaubt. Betrachten wir jetzt 4 mogliche Kombinationen
der Symmetrien fiir WO und 7"

e Symmetrische VO x antisymmetrische 7" = zulissig

Der Ortsanteil WO sei symmetrisch wie in Gl. 5.5 beschrieben. Damit
bekommen wir einen grofien Uberlapp der Wellenfunktionen der bei-
den Elektronen. Damit die Gesamtwellenfunktion ¥ anti-symmetrisch
bleibt, muBl die Spin-Wellenfunktion x*P™ anti-symmetrisch sein. Die-
se anti-symmetrische Spin-Wellenfunktion beschreibt demnach Elektro-
nen mit unterschiedlicher Orientierung der Spins.

X(ms1 = —my2) = antisymmetrisch (5.20)

e Antisymmetrische V" x symmetrische y°7" = zulissig

Der Ortsanteil WO sei anti-symmetrisch wie in Gl. 5.6 beschrieben.
Da sich die Elektronen in unterschiedlichen Zustédnden befinden, wird
der Uberlapp der Wellenfunktionen beider Elektronen klein. Damit
die Gesamtwellenfunktion W anti-symmetrisch bleibt, darf die Spin-
Wellenfunktion y*P" jetzt nur symmetrisch sein. Diese symmetrische
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Spin-Wellenfunktion beschreibt demnach Elektronen mit gleicher Ori-
entierung der Spins.

X(ms1 = mso) = symmetrisch (5.21)

e Symmetrische VO x Symmetrische y*?" = nicht zulissig

Der Ortsanteil U9 der gesamten Wellenfunktion sei symmetrisch wie
in Gl. 5.5 beschrieben. Der Uberlapp der Wellenfunktionen beider
Elektronen ist grofl. Bei identischen Zustdnden haben diese Elektro-
nen die gleichen Quantenzahlen n, [, m;. Falls die Spin-Wellenfunktion
P auch symmetrisch ist, sind zusétzlich die Quantenzahlen m; und
mso identisch. D.h. wir bekommen somit zwei Elektronen mit identi-
schen Quantenzahlen n, k, n;, m,. Dies ist nach dem Pauli-Verbot nicht
zuldssig.

e Antisymmetrische V9! x antisymmetrische y°?" = nicht
zulissig

Der Ortsanteil O der gesamten Wellenfunktion sei anti-symmetrisch
wie in GIl. 5.6 beschrieben. D.h. die Wahrscheinlichkeit fiir beide
Elektronen, sich im selben Zustand zu befinden, verschwindet, und
der Uberlapp der Orts-Wellenfunktion ist gering. Falls die Spin-
Wellenfunktion yP" jetzt auch anti-symmetrisch ist, bekommt man
eine Gesamtwellenfunktion W, die bei Vertauschung von zwei Elektro-
nen zweimal ihr Vorzeichen (einmal fiir WO, einmal fiir xP") wechselt,
was insgesamt zu einer symmetrischen Gesamtwellenfunktion ¥ fiihrt.
Dies ist nach dem Pauli-Verbot nicht zuléssig.

5.2 Das Helium-Atom

Betrachten wir im folgenden das einfachsten Zwei-Elektronen-Atom Helium.
Dessen potentielle Energie ist gegeben als:

2z Z 1
Epot = ‘ <—+———> (5.22)

47?60 T1 T2 12

r1 und 79 bezeichnen jeweils die Orte der beiden Elektronen und der
Vektor rjy den Abstand der Elektronen untereinander (sieche Abb. 5.5). Die
kinetische Energie ergibt sich analog zum Wasserstoffatom zu:

2

Egin = _;L_u (A1(r1) + Ax(r2)) (5.23)
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Auch hier verwendet man die Notation mit der reduzierten Masse, um
die Kernbewegung abzuseparieren.

mempg

(5.24)

Abbildung 5.5: Koordinaten der einzelnen Elektronen im He Atom.

Die Losung der Schrodingergleichung 148t sich nicht mehr analytisch an-
geben, da man kein zentralsymmetrisches 2 Koérperproblem hat.

Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander hat einen wichtigen
Beitrag zur Bestimmung der Energieniveaus. Betrachtet man die Bindungs-
energie eines Elektrons, so wird das attraktive Kernpotential durch das an-
dere Elektron teilweise abgeschirmt. Dies 1dt sich beriicksichtigen, in dem
man die Ladungsverteilung, gemif |¥|? des einen Elektrons in dem Ausdruck
fiir die potentielle Energie des anderen Elektrons verwendet (siehe Abb. 5.6).

Man erhalt:
2 A Uy
Epot = —— (— - / df) (5.25)

47T€0 T 12

Unter der Annahme das Elektron 2 durch die 1s Wellenfunktion beschrie-
ben werden kann, erhélt man:

62

Epot = -

7 7 \3/2 oo —2Z72
Z (-) / i (5.26)
™ Qo ro 12
2 [Z-1 Z 1\ _ozn
_ e { . (_+ _> ’ 2%1 (5.27)

4rreg r1 apg T

47req

Damit bekommt man einen Ausdruck, der die gemessene vollstdndige
Tonisierungsenergie von 78 eV nahezu richtig wiedergibt.
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Abbildung 5.6: Abschirmung des Kernpotentials durch das zweite Elek-
tron im He Atom.

Die einzelnen Spins der beiden Elektronen kénnen unterschiedlich kop-
peln. Bei einer parallelen Ausrichtung erhdlt man S = 1. Diese Konfigura-
tion nennt man Triplett-Zustand, da er in die Zustdnde M, = +1,0,—1
aufspaltet!. Koppeln die Elektronen zu einem Gesamtspin S = 0, bezeichnet
man diesen als Singulett-Zustand. Die unterschiedlichen Orientierungen
der Spins sind in Abb. 5.7 gezeigt.

Da die Elektronen mit gleichgerichtetem Spin im Triplett-Zustand mit
einer symmetrischen Wellenfunktion beschrieben werden, mufi der Ortsan-
teil der Wellenfunktion anti-symmetrisch sein. D.h. die beiden Elektronen
diirfen sich nicht im selben Zustand befinden und der Uberlapp der Orts-
Wellenfunktionen wird klein. Wenn das Elektron 1 sich im 1s Zustand be-
findet, ist der energetisch néchst giinstigere Zustand der 2s Zustand fiir das
Elektron 2. Diese Konfiguration entspricht einem Term 23S;. Bei dem Sin-
gulett Zustand 1'S, koénnen beide Elektronen sich im 1s Zustand befinden.
Die Energie des 1'S, Zustand ist wesentlich giinstiger, da beide Elektronen
zu n = 1 gehoren, wihrend im 23S; Zustand ein Elektron zu n = 1 und ein
Elektron zu n = 2 gehort.

Wie vergleicht sich aber der Triplett-Zustand 23S; mit dem vergleichba-
ren Singulett Zustand 2'Sy (sieche Abb. 5.9). Hier ist wiederum der Triplett-
Zustand giinstiger, da bei einer parallelen Orientierung der Spins der Ortsan-
teil der Wellenfunktion anti-symmetrisch sein muf. Dies ist gleich bedeutend
mit einem geringem Uberlapp der Orts-Wellenfunktionen. Wegen der damit
verbundenen geringeren Coloumb-Abstoflung ist dieser Zustand energetisch
giinstiger im Vergleich zum Singulett-Zustand 2'S,.”

Ein Ubergang von dem Singulett in den Triplett Zustand kann nicht statt-
finden, da bei optischen Ubergéingen immer AS = 0 gelten muB. Aus diesem

1Bei Mehrelektronensystemen werden die Quantenzahlen des Gesamtelektronensystems
immer als Grolbuchstaben geschrieben
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Abbildung 5.7: Kopplung der Spins im He Atom zu S = 1 bzw. zu S = 0.
Bei der Kopplung von Drehimpulsen mufl immer gelten, dafl S = > ;8 und
S, = >.; 8. Wie man sich leicht {iberlegen kann, liegen die Vektoren 5
und 55 im Triplett-Zustand, der zu Mg = 0 gehoért, demnach nicht in der
Ebene der Zeichnung.

Grund ist der Triplett-Zustand ein langlebiger, metastabiler Zustand. Die-
ser Zustand kann nur durch strahlungslose Formen der Abregung wie z.B.
Elektronenstofl, Wandstof§ etc. abgeregt werden.

5.3 Drehimpulskopplung

In Atomen mit mehreren Elektronen gibt es unterschiedliche Varianten, in

denen die einzelnen Drehimpulse zu einem Gesamtdrehimpuls koppeln. Dies

héngt im wesentlichen davon ab, wie stark die Kopplung zwischen [und §

eines einzelnen Elektron (geméafi Feinstrukturaufspaltung) im Vergleich zur

Kopplung der einzelnen Bahndrehimpulse l: untereinander ist. Die Energie
der I5-Kopplung skaliert wie (siche Gl. 4.100):

Z4 &2

AFE x SETTTI) (5.28)

Die moglichen Kopplungen der Drehimpulse bzw. Spins der Teilchen un-

tereinander sind in Abb. 5.10 verdeutlicht. Die Kopplung ist immer Folge der

Erniedrigung der Energie im System, wenn sich das magnetische Moment ei-
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2%p,

n=1 4 — n=1 +— 2%,

=0 =1 =0 I=1 2%,

Abbildung 5.8: Erste angeregte Zusténde eines Heliumatoms, wobei das
erste Elektron in dem 1s Niveau verbleibt, wihrend das zweite Elektronen
einen 2s oder 2 p Zustand einnimmt.

nes Teilchens 1 fi; in einem internen Magnetfeld ég, das durch ein anderes
Teilchen 2 erzeugt wird, ausrichtet. Dabei wird der Ausdruck minimiert:

Epot = _ﬁa§2 (529)

Die Stédrke dieser inneren Magnetfelder B, entscheidet, welche Drehim-
pulse wie miteinander koppeln. Das Wechselspiel aus Kopplung zwischen
internem Magnetfeld und Spin ist an drei Beispielen illustriert.

¢ Kopplung bei der Feinstrukturaufspaltung

Die Kreisbewegung des Elektrons entspricht einem Drehimpuls [. Durch
den Ringstrom eines negativen Teilchens wird ein Magnetfeld B, am
Kernort erzeugt, das in die entgegengesetzte Richtung zu [ zeigt. Fiir
die Feinstrukturaufspaltung ist allerdings das Ruhesystem des Elek-
trons mafigeblich. Von diesem aus betrachtet, erzeugt der Kreisstrom
des rotierenden Atomkerns mit positiver Ladung ein Magnetfeld, das in
dieselbe Richtung wie [ zeigt. Das magnetische Moment des Elektrons
iis zeigt entgegen dem Spin S, da es ein negativ geladenes Teilchen ist.

154 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 5. ATOME MIT MEHREREN ELEKTRONEN 5.3. DREHIMPULSKOPPLUNG

21p,

28,

23,

115,

Abbildung 5.9: Aufteilung des Termschemas von He in das Singulett und
Triplett System.

Eine Erniedrigung der Energie erhélt man nur bei einer parallelen Aus-
richtung des Magnetfeldes und des magnetischen Moments, wegen GI.
5.29. Dies bedeutet fiir die Feinstrukturaufspaltung einen giinstigeren
Energiezustand fiir die anti-parallele Orientierung von [. und 5,

e Kopplung bei der Hyper-Feinstrukturaufspaltung

Die Kreisbewegung des Elektron erzeugt ein Magnetfeld BﬁJ am Kern-
ort, das wieder in entgegengesetzte Richtung zum Gesamtdrehimpuls j
zeigt. Das magnetische Moment des Protons fi; zeigt in dieselbe Rich-
tung wie der Kernspin f da das Proton ein positives Teilchen ist. D.h.
man bekommt bei der Hyper-Feinstrukturaufspaltung wieder eine Er-
medngung der Energie, wenn /i;, und Bj parallel sind und damit J,
und I, anti- parallel.

¢ Kopplung von zwei Bahndrehimpulsen

Bei der Kopplung der Drehimpulse von zwei Elektronen l: und lz, zeigen
sowohl das erzeugte Magnetfeld B%l und 33172 als auch das magnetische
Moment fi;; und fijo jeweils in die entgegengesetzte Richtung von I
und l; D.h. eine parallele Ausrichtung des magnetischen Moments von
Elektron 1, fi;, im internen Magnetfeld B?LQ, das durch Elektron 2
am Ort von Elektron 1 erzeugt wird, fithrt zu einer Erniedrigung des
Energieeigenwertes des Gesamtsystems.

Fiir die Art der Drehimpulskopplung kann man zwei Grenzfille unter-
scheiden:
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Abbildung 5.10: Die Kopplung der Drehimpulse untereinander favorisiert
immer eine parallele Orientierung von dem internen Magnetfeld B'j oder B
und dem magnetischen Moment des Elektrons fis, bzw. des Atomkerns ji.
FS: Feinstruktur; HFS: Hyper-Feinstruktur; 11: Bahndrehimpuls-Kopplung
in Mehrelektronensystemen

5.3.1 LS-Kopplung

Bei der LS Kopplung ist die Kopplungsenergie zwischen [ und 3 schwach
und die Drehimpulse der einzelnen Elektronen addieren sich stattdessen je-
weils untereinander. Dasselbe gilt fiir die Kopplung der Spins untereinander.
Man erhalt:

L =Y (5.30)
L. = Y L (5.31)
S = 5 (5.32)
S.o= ) s (5.33)

Hierbei gilt zu beachten, dafl bei Drehimpulsen in der Quantenmecha-
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nik nur die z-Komponente des Vektors [ mit m; und die Lénge des Vek-
tors mit [ (geméB |I] = \/I(l + 1)h) charakterisiert ist. Die Orientierung in
der xy-Ebene bleibt frei. Auch der Gesamt-Bahndrehimpuls L muB durch
ganzzahlige Quantenzahlen M und L charakterisiert sein. Damit die Léange
des Vektors |L| mit ganzzahligem L beschrieben werden kann (geméf |L| =
V/L(L + 1)h), ist die Orientierung der einzelnen Bahndrehimpulse [; in der

xy-Ebene nicht mehr beliebig. Es wird diejenige Orientierung der l_; unterein-
ander gewéhlt, unter Beibehaltung der einzelnen m;;, so dafl die Bedingung
|L| = \/L(L + 1)h erfiillt bleibt.

Nach der Festlegung des Gesamt-Bahndrehimpulses L und des Gesamt-
spins S , koppeln L und S untereinander zu einem Gesamtdrehimpuls J. Dies
bezeichnet man als LS-Kopplung.

J=L+8 (5.34)

Die Stéarke dieser Kopplung ist proportional zu dem Skalarprodukt LS ,
das durch die Quantenzahlen L, .S, J ausgedriickt werden kann zu:

CLS = %C’ [J(J+1) = L(L+1)—S(S+1)]h (5.35)

Der Gesamtdrehimpuls kann Werte zwischen J = L + S bis J =L — S
annehmen, wie in Abb. 5.11 verdeutlicht ist.

w,

L=2,S=1

i
i

J=3 J=2 J=1

Abbildung 5.11: Feinstrukturaufspaltung der einzelnen Niveaus fiir den
Fall der LS-Kopplung. Die Orientierung der einzelnen Vektoren L,.J und S
sind nur schematisch gezeichnet.
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5.3.2 jj-Kopplung

Bei Atomen mit vielen Elektronen wird die Kopplung zwischen l_; und s;
eines einzelnen Elektrons mit Index ¢ immer stéirker, da diese geméfl Fe-
instrukturaufspaltung mit der Kernladungszahl Z* skaliert. Es bildet sich
ein Gesamtdrehimpuls 7; des Elektrons i. Der Gesamtdrehimpuls des ganzen
Atoms ergibt sich dann zu:

T=Y"J (5.36)

In der Regel ist die LS-Kopplung bzw. die jj-Kopplung nur in den
Grenzfillen sehr kleiner bzw. sehr grofler Kernladungszahl 7 erfiillt. Fiir
mittlere Kernladungszahlen liegt eine Mischung der einzelnen Kopplungs-
varianten in einem Atom vor. Die Grenzfille sind in Abb. 5.12 illustriert fiir
ein Kohlenstoffatom in einem angeregten Zustand 2p3s (S=1,L=1) und Blei
im Zustand 6p7s (S=1,L=1).

3s 7s
[t [ | op[t [ [ |
2s 6s s 6p

I =2 82

e
(1,3) 1y L

2, .
i ] [ Ly

2:2),
3p2

=12 el

3P, —_— 11

B 1 [ | s s
3p07 S (2 2)1 T 1 T[Z 2

o g

2

Abbildung 5.12: Da die Feinstrukturaufspaltung als Kopplung zwischen I
und 5 mit Z4 skaliert, geht die LS Kopplung bei hohen Kernladungszahlen
in eine jj-Kopplung iiber.
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Die Lage der Energieniveaus beim Vergleich von C(2p3s) und Pb(6p7s)

ergibt sich wie folgt auf der Basis der Symmetrieforderungen fiir die Wellen-
funktionen und den Kopplungsenergien fiir LS bzw. jj-Kopplung:

e LS-Kopplung fiir C(2p3s)

Zunichst gibt es zwei Moglichkeiten fiir den Gesamtspin, S=1 und
S=0. Da fiir S=0, dem Singulett-Zustand, y P anti-symmetrisch ist,
muB der Ortsanteil WO symmetrisch sein. Der Uberlapp der Orts-
Wellenfunktionen wird grofl, was wegen der Coloumb-Abstoung zu
einer hoheren potentiellen Energie fithrt. Deshalb ist der Singulett Zu-
stand energetisch ungiinstiger als der Triplett-Zustand: die Niveaus mit
! P; liegen hoher, als die Niveaus mit P;. Die Kopplung zwischen L und
S ergibt zudem eine Feinstrukturaufspaltung. Die potentielle Energie
ist geringer fiir eine anti-parallele Kopplung mit J=L-S im Vergleich zu
einer parallelen Kopplung mit J=L+S. Zusammenfassend ergibt sich
als Reihenfolge der Terme mit steigender potentieller Energie 3P, 3P,
3P, und 'P;, wie in Abb. 5.12 gezeigt.

jj-Kopplung fiir Pb(6p7s)

Bei der jj-Kopplung koppeln zuerst der Drehimpuls /; und Spin s; ei-
nes einzelnen Elektrons ¢ untereinander zu einem Gesamtdrehimpuls
ji, da jetzt das interne Magnetfeld am Ort des Elektrons wegen der Z*
Abhéngigkeit der Feinstrukturaufspaltung dominiert. Diese Feinstruk-
turaufspaltung gilt im Beispiel fiir das 6p-Elektron (2), das in einen
energetisch ungiinstigen Term zu jo = [ + s = 3/2 und einen energe-
tisch giinstigen Term zu j, = | — s = 1/2 aufspaltet. Dies bewirkt eine
grofe Verschiebung beziiglich des Wertes fiir Js.

Eine weitere, feinere Aufspaltung der Niveaus entsteht zusétzlich durch
die jeweilige Spin-Orientierung des 7s-Elektrons (1) zu dem des 6p-
Elektrons (2). Das 7s-Elektron hat den Gesamtdrehimpuls j; = 1/2,
der aber in unterschiedliche Richtungen zeigen kann, da der Spin in
ms1 = +1/2 oder in my; = —1/2 Richtung orientiert sein kann. Falls
die magnetischen Spin-Quantenzahlen m,; und mg gleich sind, mufl
die Ortswellenfunktion antisymmetrisch sein. Dadurch ergibt sich eine
geringere Abstoflung der Elektronen untereinander und die entspre-
chenden Niveaus sind energetisch giinstiger. D.h. fir das jo = 1/2-
Niveau ist das Niveau mit Gesamtdrehimpuls J = 0 giinstiger als das
fiir J = 1, wie in Abb. 5.12 gezeigt. Entsprechendes gilt fiir die Niveaus
zu jo = 3/2.

Aus dieser Uberlegung ergeben sich 4 verschobene Energie-Niveaus,
die jeweils zu unterschiedlichem Gesamtdrehimpuls J koppeln. Da bei
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der jj-Kopplung die Summe der Drehimpulse L= Ezl_; untereinander
ihre Bedeutung verliert, werden die Terme bei der jj-Kopplung mit den
Indizes ji, jo und J bezeichnet:

(J1,52) (5.37)

5.4 Besetzung der Atomniveaus

Die einzelnen Zusténde eines Mehrelektronenatoms wird mit einer Anzahl
von Elektronen entsprechend der Kernladungszahl Z besetzt. Man unterteilt
das Atom in einzelne Schalen, die jeweils die Zustdnde zu einer Haupt-
quantenzahl n zusammenfassen. Fiir die Art und Weise der Besetzung der
einzelnen Schalen mit Elektronen gelten die Hund’schen Regeln. Sie sind
in der Reihenfolge der Strenge ihrer Giiltigkeit geordnet.

5.4.1 Hund’sche Regeln

e 1. Pauli-Verbot

Zunichst gilt das Pauli-Verbot. Jeder Zustand kann nur von einem
Elektron besetzt werden. Zum Beispiel kann das 1s-Niveau nur durch
zwei Elektronen besetzt werden mit jeweils dem Spin nach oben (m; =
+1) und dem Spin nach unten (m, = —3). Allgemeiner formuliert
entspricht das Pauli-Verbot auch der Bedingung, dafl die Vielteilchen-
Gesamtwellenfunktion

U = \I/OrtXSpin (538)

anti-symmetrisch unter Vertauschung der Elektronen bleibt. Bei
symmetrischer ~Spinwellenfunktion Y*?"" (Spins parallel) muf
die Orts-Wellenfunktion WO anti-symmetrisch sein. Bei anti-
symmetrischer Spinwellenfunktion P (Spins anti-parallel) muf} die
Orts-Wellenfunktion WO symmetrisch sein.

2. niedrigster Energiezustand

Der Energiezustand fiir das Gesamtsystem wird minimiert. Zu dieser
Energie gibt es mehrere Beitrige. Zunéchst die potentielle Energie des
Elektrons im Feld des Atomkerns, dann die Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander und schliellich die /s-Kopplung der Elektronen.
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Haupt- Schal Zahl  der Ni
quantenzahl| P“° Elektronen | @ o0
n=1 K-Schale 2¢” | 1s
n=2 L-Schale 8e™ | 2s2p
n=3 M-Schale 18e™ | 3s3p3d
n=4 N-Schale 32e” | 4sdp4ddaf
n=>5 O-Schale 50e™ | 5sbp5Hdbihg

Tabelle 5.2: Auffiillen der Niveaus mit Elektronen

In jeder Schale gibt es wegen der Bedingung [ < n — 1 und der zwei
moglichen Spin-Orientierungen mg; = +1/2

[y

2) (20 +1) =2n? (5.39)
l

Il
o

Zusténde. Jeder Schale wird aufsteigend mit den Buchstaben
K,L,M,N,O... bezeichnet. Die Zahl der der Elektronen pro Schale ist
in Tab. 5.2 gezeigt.

Die Minimierung der Energie fiihrt nur fiir die kleinsten Quantenzahlen
n = 1 und n = 2 zu einem sukzessiven Auffiillen mit Elektronen. In
der M-Schale wird nach dem Auffiillen der 3p Niveaus, das 4s Niveau
gefiillt, bevor danach erst das 3d Niveau gefiillt wird. Bei einer starken
Besetzung (Cu,Zn...)des 3d Niveaus mit vielen Elektronen, kann es zu-
dem giinstiger sein, das 4s Niveau nur mit einem Elektron zu besetzen,
um z.B. den Gesamtspin zu maximieren (siche unten).

3. Gesamtspin S maximal

Ein Maximum des Gesamtspins S ist energetisch am giinstigsten. Bei
parallelen Spins muf} die Ortswellenfunktion anti-symmetrisch sein, d.h.
der Uberlapp der Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen ist ge-
ring. Dies bedingt einen geringeren Beitrag der abstoflenden Wech-
selwirkung der Elektronen untereinander und der entsprechende Zu-
stand wird energetisch giinstiger. So werden zum Beispiel die drei 2p-
Zustinde (zu m; = —1,0,1) mit gleicher Energie sukzessive mit drei
Elektronen mit jeweils Spin nach oben aufgefiillt. Dies ist am Beispiel
von Kohlenstoff und Sauerstoff in Abb. 5.13 illustriert.

Das Bilden einer anti-symmetrischen Ortswellenfunktion ist am Bei-
spiel der p-Wellenfunktionen illustriert. Die Wellenfunktionen fiir m; =
0 und |my;| = 1 sind in Abb. 5.14 gezeigt. Man erkennt, dafi der
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Abbildung 5.13: Auffiillen der Niveaus von Kohlenstoff und Sauerstoff
nach den Hund’schen Regeln.

Uberlapp bei der Uberlagerung der Wellenfunktionen gering ist. Dem-
nach ist der mittlere Abstand der Elektronen untereinander grof,
was wegen der geringeren Coloumb-Abstoflung zu einem energetisch
giinstigeren Zustand fiihrt.

(- y

I=1m=0 I=1|m/=1

Abbildung 5.14: Eine anti-symmetrische Gesamtwellenfunktion impliziert
einen geringen Uberlapp der Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen.
Dadurch wird der mittlere Abstand der Elektronen untereinander grof.

e 4. Gefiillte Schale ist L =0 und S =0

Wenn eine Schale ganz gefiillt ist, so ist der Gesamtdrehimpuls und der
Gesamtspin gleich Null. D.h. fiir die Ermittlung des Drehimpulses und
des Spins eines beliebigen Atoms mufi man nur die duerste zum Teil
gefiillte Schale betrachten. Dies ist am Beispiel der 2p Wellenfunktionen
illustriert. Betrachten wir die Kugelflachenfunktionen von 3 Elektronen,
die sich in den Zustinden mit m; = 0,m; = 1 und m; = —1 befinden:
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1 /3

Yio = —\/jcos 0 (5.40)
2V

Yian = :F2\/ o sin fe (5.41)

Die jeweilige Wahrscheinlichkeitsdichte ist

13

’}/170’2 = Z;COS29 (542)
13

|Y171|2 = ZQ_SiHQQ (543)
™
13

‘le,fl|2 = 12—Sin29 (544)
(e

Bildet man die Summe:

3
> vl = — (5.45)
47

)

so erhilt man eine kugelsymmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte, die
demnach zu einem Gesamt-Bahndrehimpuls L=0 gehort. Dieses Er-
gebnis kann man auch durch die Addition der Drehimpulse veranschau-
lichen, wie in Abb. 5.15 gezeigt ist:

¢ 5. Komponente L, maximal

Nachdem die Bedingung ” Gesamtspin maximal” erfiillt ist, ergibt sich
der energetisch giinstigere Zustand fiir den Fall, dal die z-Komponente
des Bahndrehimpulses maximal wird. Dies ist gleich bedeutend mit ei-
ner moglichst parallelen Ausrichtung der einzelnen Vektoren ;. Die-
se parallele Ausrichtung ist energetisch giinstig, da damit das ma-
gnetischen Momente i; eines Elektrons in dieselbe Richtung zeigt,
wie das interne Magnetfeld él, das ein zweites Elektron am Ort des
ersten Elektrons erzeugt (siche Abb. 5.10). Die mdglichen Orientie-
rungen der einzelnen Bahndrehimpulse l; zur Bildung eines Gesamt-
Bahndrehimpulses L sind an zwei Beispielen erlautert:

— Bahn-Drehimpuls-Kopplung im Kohlenstoff

Die energetisch giinstigste Konfiguration im Kohlenstoff fiir die
zwel Elektron im 2p Niveau ist (1:ly = 1,my; = 1; 2:ly = 1,my 5 =
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Abbildung 5.15: Die Drehimpulsvektoren der 3 Niveaus m; = 0,+1 kop-
peln zu einem Gesamt- Bahndrehlmpuls L= 0 Bei der Kopplung von Dre-
himpulsen mufl immer gelten, dafl L= D l und L, = > . [, ;. Wie man

sich leicht iiberlegen kann, liegen die Vektoren ll und l2 demnach nicht in
der Ebene der Zeichnung, sondern sind einmal in die Blattebene und einmal
aus der Blattebene gekippt.

0). Die Drehimpulsvektoren addieren sich geméf der Skizze 5.16
zunéchst zu einer z-Komponente des Gesamt-Bahndrehimpulses
M; = 1. Falls der Vektor [; in der zy-Ebene liegt, so mufl der
Vektor l; aus dieser Ebene heraus zeigen, damit die Lange des Vek-
tors L durch einen ganzzahligen Wert fiir L beschrieben werden
kann. Die damit mogliche Lénge des Vektors L entspricht L =1
(|L| = \/L(L + 1)k = v/2h). Demnach ist der Grundzustand des
Kohlenstoffs ein 3P Zustand.

Bahn-Drehimpuls-Kopplung im Sauerstoff

Die energetisch giinstigste Konfiguration im Sauerstoff fiir die
vier Elektronen im 2p Niveau ist (1:0; = 1,ml,1 =1,ms; = %;
23l2 == ]_,ml’g = 0,m572 = 3l3 =1 ,MMy3 = —1 , Mg 3 = ;,
4ily = 1L,mya = 1,mgq = ——) Die Drehimpulsvektoren addie-
ren sich geméafl der Skizze zunéchst zu einer z-Komponente des
Gesamt-Bahndrehimpulses M; = 1. Fiir die Addition der Vek-
toren ; ist allerdings nur die Orientierung zuléssig, die zu einem
Gesamt-Bahndrehimpuls L = 1 fithren. Da die Vektoren E, I, und
l_;:,, schon zu L = 0 koppeln (siehe Regel 4) ist die Lange des
Gesamt-Bahndrehimpulses charakterisiert durch den verbleiben-
den Vektor I;. Demnach ergibt sich L = 1 und der Grundzustand
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des Sauerstoffs ist ein *P Zustand.

z z
T L=1
1 —H 1,
N I/
1, 1
X X
L0 [T ] ,0"
f+10 -1 m f+10o-1m,

3p

Abbildung 5.16: Kopplung der Bahndrehimpulse in Kohlenstoff und Sau-
erstoff zu einem Gesamt-Bahndrehimpuls entsprechend L =1

e 6. LS-Kopplung

Bei der LS- Kopplung koppeln der Gesamt- Bahndrehimpuls L und der
Gesamtspin S 7u einem Gesamtdrehimpuls J gemaf:

J=L+S mit J=L+S..|L—25] (5.46)

Die rdumliche Orientierung von L und S untereinander kann jetzt
unterschiedlich sein und zu unterschiedlichen Léngen des Vektors J
fithren. Dies hiingt davon ab, bis zu welchem Grad eine Schale gefiillt
ist, wie in Abb. 5.17 illustriert:

— Schale bis halb gefiillt

Falls die Schale halb gefiillt ist, so koppeln der Gesamt-
Bahndrehimpuls und der Gesamtspin antiparallel, was einer Léange
des Vektors J geméf J = L—.S entspricht. Dies ist analog zur ener-
getisch giinstigeren Kopplung bei der Feinstrukturaufspaltung.

— Schale ab halb gefiillt

Falls die Schale mehr als halb gefiillt ist. So wird das interne Ma-
gnetfeld By, eher durch den Kreisstrom der fehlenden Elektronen
erzeugt. Da dies der Bewegung einer positiven Ladung entspricht,
dreht sich die Richtung von B um (siehe Abb. 5.17). Damit ist es
giinstiger wenn der Gesamt-Bahndrehimpuls L und der Gesamt-
spin S parallel koppeln, was einer Lénge des Vektors J gemaf
J = L + S entspricht.
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Abbildung 5.17: Je nach dem ob die Schale weniger (1) oder mehr (2)
als halb gefiillt ist, koppeln der Gesamt-Bahndrehimpuls L und Gesamtspin
S gemiB J = L — S baw. gemiB J = L + S. Im Fall (1) wird das interne
Magnetfeld By durch den Ringstrom der Elektronen (negative Ladung) be-
stimmt. Im Fall (2) wird das interne Magnetfeld B durch den Ringstrom
der fehlenden Elektronen (=positive Ladung) bestimmt. Dadurch dreht sich
die Richtung von By, um.

Die Anwendung der Hund’schen Regeln sind am Beispiel des Kohlen-

stoffatoms in Abb. 5.18 illustriert. In der 2s?2p? Konfiguration hat man die
Moéglichkeit die Elektronen mit parallelen oder anti-parallelen Spins zu ori-
entieren. Der Triplett-Zustand ist energetisch giinstiger als der Singulett Zu-
stand. Nach der Regel der Maximierung von L, ergibt sich eine Reihenfol-
ge der Niveaus von unten beginnend mit den Triplett-Zustinden *D,*P,S
und den Singulett-Zustinden 'D, P, 'S. Allerdings sind nicht alle dieser
Zustande erlaubt:

3PD-Zustand nicht erlaubt

Ein Gesamt-Bahndrehimpuls L = 2 kann nur realisiert werden, wenn
man beiden Elektronen m; = 1 zuweist. Nachdem im Triplett-Zustand
schon die Spinwellenfunktion x*P™ symmetrisch ist, wire der gesamte
Satz an Quantenzahlen identisch. Dies ist nicht zuléssig.

3P-Zustand erlaubt

Der Gesamt-Bahndrehimpuls L = 1 ist realisiert mit dem einen Elek-
tron im Zustand m; = 1 und dem zweiten im Zustand m; = 0. Dies
ist eine anti-symmetrische Orts-Wellenfunktion WO | die mit der sym-
metrischen Spin-Wellenfunktion y*P™* des Triplett-Zustandes eine anti-
symmetrische Gesamtwellenfunktion ¥ ergibt. Dies ist zuléssig.

3§-Zustand nicht erlaubt

Der Gesamt-Bahndrehimpuls L = 0 kann realisiert werden durch (1)
beide Elektronen im Zustand m; = 0 oder (2) durch die Elektronen
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Abbildung 5.18: Zustinde des Kohlenstoffatoms in der 2s?2p? Konfigura-
tion. Nur die mit 4+ gekennzeichneten Zustdnde sind nach den Hund’schen
Regeln erlaubt. Die ”durchgestrichenen” Zustdnde beschreiben zwei Elek-
tronen mit identischem Satz an Quantenzahlen. Auch dies ist nicht erlaubt.

im Zustand m; = +1 und m; = —1. Im Triplett-Zustand fiihrt dies
im Fall (1) zu einem Satz von identischen Quantenzahlen. Im Fall
(2) ist die Orts-Wellenfunktion WO symmetrisch. Da auch die Spin-
Wellenfunktion x°P™ im Triplett-Zustand symmetrisch ist, kann die
Gesamtwellenfunktion ¥ nicht mehr anti-symmetrisch werden. Dies ist
nicht zuléssig.

ID-Zustand erlaubt

Ein Gesamtbahndrehimpuls L = 2 wird realisiert, wenn man beiden
Elektronen m; = 1 zuweist. Nachdem im Singulett-Zustand die Spin-

wellenfunktion x“P™ anti-symmetrisch ist, ist die symmetrische Orts-
Wellenfunktion WO erlaubt.

1P-Zustand nicht erlaubt
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Der Gesamt-Bahndrehimpuls L = 1 ist realisiert durch ein Elektron
im Zustand m; = 1 und das zweite Elektron im Zustand m; = O.
Dies ist eine anti-symmetrische Orts-Wellenfunktion WO, Nachdem
aber schon die Spin-Wellenfunktion x*P™ im Singulett-Zustand anti-
symmetrisch ist, wére die Gesamtwellenfunktion ¥ wieder symmetrisch.
Dies ist nicht zuléssig.

e !S-Zustand erlaubt

Der Gesamt-Bahndrehimpuls L = 0 kann realisiert werden durch (1)
beide Elektronen im Zustand m; = 0 oder (2) die beiden Elektron
im Zustand m; = +1 und m; = —1. Die Orts-Wellenfunktion WOt
ist in jedem Fall symmetrisch. Da die Spin-Wellenfunktion 7™ im
Singulett-Zustand anti-symmetrisch ist, kann die Gesamtwellenfunkti-
on ¥ anti-symmetrisch werden. Dies ist zuléssig.

Man erkennt durch die Anwendung der Hund’schen Regeln, dafl von der
Vielzahl an moglichen Niveaus nur eine Untermenge erlaubt ist. Von ur-
spriinglich 10 Niveaus im Kohlenstoff mit Konfiguration 2s?2p? sind nur 5
zuléssig.

5.4.2 Periodensystem

Das periodische System der Elemente wurde urspriinglich von Mendelejew
1868 entwickelt, lange vor der Entdeckung der QQuantenphysik. Er ordnete
die Elemente nach Atomgewicht und chemischen Eigenschaften an. Da die
Wechselwirkung von Atomen untereinander in einer chemischen Reaktion,
von den Zustdnden der duflersten Elektronen in einem Atom bestimmt ist,
ist die Ordnung des periodischen Systems nach Mendelejew gleichzeitig eine
Ordnung nach den Quantenzahlen. Ein Ausschnitt aus dem Periodensystem
ist in Abb. 5.19 gezeigt. Jede Zeile entspricht der Hauptquantenzahl fiir das
auBerste Elektron und einer sog. Periode in dem Periodensystem. Jede Spal-
te entspricht einer Gruppe. Die sog. Haupt-Gruppen 1 bis 8 entstehen
durch das Auffiillen der s und p-Zusténde in jeder einzelnen Schalen. D.h. in
der 1. Gruppe befindet sich in der duflersten Schale nur 1 Elektron. Neben
dem Wasserstoffatom, bezeichnet man die Atome dieser Gruppe mit n > 2,
wegen ihrer chemischen Eigenschaften, als Alkali-Atome.

Die 8. Gruppe entspricht komplett gefiillten s und p-Zustédnden. Damit
ist eine Schale vollstéindig abgeschlossen. Dies ist energetisch sehr giinstig, da
die Kernladung durch die anti-symmetrische Orts-Wellenfunktionen der Elek-
tronen nicht effektiv abgeschirmt wird. Jedes einzelne Elektron ist demnach
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Abbildung 5.19: Ausschnitt aus dem Periodensystem

stark an die positive Ladung des Atomkerns gebunden. Diese Atome bezeich-
net man wegen ihrer Un-Reaktivitit als Edelgase, die ein kleines Atomvolu-
men und eine hohe Ionisierungsenergie besitzen.

Elemente der 7. Gruppe benétigen nur noch ein Extra-Elektron um den
glinstigen Zustand einer ganz gefiillten Schale zu erreichen. Dies macht sie
chemisch sehr reaktiv, da sie in einer chemischen Bindung genau dieses Elek-
tron von diesem Bindungspartner iibernehmen. Diese Elemente bezeichnet
man als Halogenide.

Mit denselben Argumenten sind auch die Alkali-Atome sehr reaktiv, da
die Elektronen, der néchst niedrigeren Schale das Kernpotential abschirmen
und das duflerste Elektron damit nur schwach gebunden ist. Da Alkali-Atome
in einer chemischen Bindung nur ein Elektron abgeben miissen um den ener-
getisch giinstigen Zustand einer abgeschlossen Schale realisieren zu kénnen
(z.B. Na'), sind auch sie sehr reaktiv.

Die Variation von Atomvolumen und Ionisierungsenergie ist in Abb.
5.20 gezeigt. Man erkennt, daf3 die Tonisierungsenergie umgekehrt proportio-
nal zum Atomvolumen skaliert. Uber das gesamte Periodensystem betrachtet
nimmt die Ionisierungsenergie von links nach rechts zu und von oben nach
unten ab. Diese Ionisierungsenergie Wignisation Xann aus der Arbeit abgelei-
tet werden, die man leisten muf}, um ein Elektron im elektrischen Feld des
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Abbildung 5.20: Ionisierungsenergie und Atomvolumen in Abhéngigkeit
von der Kernladungszahl Z.

Atomkerns bis ins Unendliche zu entfernen. Dies ergibt mit einer effektiven
Kernladungszahl Z,s¢:

0 Ze 2
WIonisation :/ /7€ (547)

4drregr?

In 4. Periode werden zunéchst in der 1. und 2. Gruppe die s Zustinde
gefiillt fiir Kalium und Calcium. Danach ist es allerdings giinstiger die bis
dahin noch unbesetzten 3d Niveaus zu fiillen. Dadurch entstehen in der
4. Periode die Ubergangs-Metalle von Scandium bis Zinn. Die jeweiligen
zusétzlichen Spalten bezeichnet man als Nebengruppen.

Die Lage der Energieniveaus in den Atomen berechnet sich prinzipiell

170 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 5. ATOME MIT MEHREREN ELEKTRONEN 5.4. BESETZUNG DER ATOMNIVEAUS

aus der kompletten Losung der Schrodingergleichung fiir das Vielteilchen-
problem. Fiir die Alkali-Atome der 1. Gruppe kann man allerdings eine
grobe Abschétzung machen. Bei diesen Atomen ist in der duflersten Schale
nur jeweils 1 Elektron, wihrend die inneren Schalen komplett gefiillt sind.
Diese inneren Elektronen schirmen das Kernpotential ab, so daf§ das d&uflerste
Elektron nur einen einfach positiv geladenen Atomkern sieht. Bei dieser Be-
trachtung ist es allerdings wichtig, die einzelnen Méglichkeiten fiir die Wel-
lenfunktion des duflersten Elektrons zu beriicksichtigen, wie in Abb. 5.21
illustriert. Beim Lithium hat das 2s Elektron z.B. eine endliche Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten am Kernort und sieht den 43 positiv geladenen Atom-
kern starker als das vergleichbare 2p Elektron. Damit ist die Bindungsenergie
des 2s Elektrons in Lithium stédrker als die des 2s Elektrons im vergleich-
baren Wasserstoffatom. Ist das duflerstes Elektron im Lithium in einem 2p
Zustand, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte am Atomkern sehr viel geringer
und deshalb sieht dieses Elektron ein abgeschirmtes Kernpotential mit einer
effektiven Ladung von +1. Demnach ist dessen Bindungsenergie geringer und
entspricht eher der des 2s Elektrons im H-Atom.

PR(NP

Abbildung 5.21: Abschirmung des Kernpotentials durch die 1s Elektronen
im Lithium.

Diese Verschiebung der Energieniveaus im Vergleich zum Wasserstoffa-
tom ist noch stérker fiir Natrium, da hier das 3s Elektron ein +11-fach
positiv geladenen Atomkern sieht (siehe Abb. 5.22). Die Verschiebung der
Energieniveaus zu grofleren Bindungsenergien im Vergleich zum 3s Niveau
im Wasserstoffatom ist demnach grofier.
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n=3 +

n=2 -+

n=1-4

Abbildung 5.22: Verschiebung der Energieniveaus je nach der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit des Elektrons in der Nahe des Atomkerns.

5.5 Theoretische Verfahren fiir Mehrelektro-
nensysteme

Abschlieflend sei noch kurz auf Néherungsverfahren zur Berechnung der
Zustédnde in Mehrelektronensystemen hingewiesen. Ein solches Verfahren ist
das Hartree bzw. Hartree-Fock Verfahren. Die potentielle Energie eines
Elektrons mit Index k am Ort ry ist gegeben als:

/’\I' il ] (5.48)

mit r;, = |7} — rj|. Die Schrédmgerglelchung fiir dieses Elektron ist
ndherungsweise gegeben als:

(I)(’f’k) =

47r €0

hZ A 2
LY L +v,§°>(rk)} D (r) = BUD (1)) (5.49)

2m

In dem Nédherungsverfahren wird in einem ersten Ansatz (Index (0)) aus
der Wellenfunktion ¥ ein Potential V(*) berechnet mit:

2
(0

VO, / Nyl 5.50

Z 47reo|rk—r]| ( )
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Dieses Potential wird in die Schrédingergleichung eingesetzt und eine neue
Losung U™ berechnet.
h? Ze?

k
2m dmegry,

Die Berechnung von GIl. 5.50 und GIl. 5.51 wird zyklisch wiederholt bis
die Losungen konvergieren, geméfl

V) | 90 () = BYO(r)  (5.51)

O 5 O gl 5 y® 5 g@ 5 y@ (5.52)

Beim Hartree Verfahren wird fiir die Wellenfunktion ein einfacher
Produkt-Ansatz gewéhlt, wihrend im Hartree-Fock Verfahren zusétzlich
beriicksichtigt, dafl die Wellenfunktion antisymmetrisch gemacht werden
muB. Hierfiir verwendet man einen Ansatz geméfl der Slater-Determinante.
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Kapitel 6

Kopplung em-Strahlung Atome

Die Besetzung eines Atomniveaus und damit der Zustand, in dem sich ein
Atom befindet, wird sichtbar bei der Emission oder Absorption von Photo-
nen. Deshalb ist das Verstdndnis der Wechselwirkung von elektromagneti-
scher Strahlung mit Atomen Grundlage fiir alle Anwendungen und Experi-
mente der Atomphysik.

6.1 Einstein-Koeffizienten, Matrixelemente

Die Emission und Absorption von Photonen durch Ubergénge zwischen
Atomniveaus ¢ und k ist in Abb. 6.1 gezeigt. Man kann drei Vorgéinge unter-
scheiden: (i) bei der Absorption wird ein Photon absorbiert und es findet
ein Ubergang vom Niveau k in das Niveau i statt; (ii) bei der induzier-
ten Emission fiihrt die Wechselwirkung eines Photons mit dem angeregten
Atom im Zustand i zu einer Abregung und dem Aussenden eines zweiten
Photons, das in seiner Phase mit dem ersten iibereinstimmt; (iii) bei der
spontanen Emission geht ein Atom vom Zustand ¢ in den Zustand k iiber
und emittiert ein Photon.

Die Rate Wy, fiir Absorption (als Wahrscheinlichkeit pro Sekunde s™1)
ist gegeben als Produkt aus einem sog. Einstein-Koeffizienten Bj; mal der
spektralen Energiedichte der Strahlung w, (v) (siche Gl. 2.16).

Wm’ = Bm’w,,<l/) (61)

Die Rate W, fiir induzierte Emission ist gegeben als Produkt aus ei-
nem weiteren Einstein-Koeffizienten B;; mal der spektralen Energiedichte
der Strahlung w,(v) (siehe Gl. 2.16).

Wik = Bikw,,(y) (62)
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Abbildung 6.1: Die Einstein-Koeffizienten beschreiben Absorption, indu-
zierte und spontane Emission.

Die Rate fiir spontane Emission ist schliellich der dritte Einstein-
Koeffizient:

Ak (6.3)

gegeben. Betrachten wir ein Ensemble aus N Atomen von denen sich N;
Atome im Zustand i befinden und Ny Atome im Zustand k. Im Gleichgewicht
dieser Atome mit dem umgebenden Strahlungsfeld miissen die Raten fiir die
Ubergénge i — k und k — 7 gleich sein. Demnach muf gelten:

Die Besetzung der Atomniveaus folgt der Boltzmann-Besetzung mit:

Ny g Eh

— = Z—e kBT 6.5

Ne gk (6.5)
hierbei sind g; bzw. gi das statische Gewicht der Niveaus i und k (z.B.

gegeben durch den Grad der Entartung geméf Drehimpulsquantenzahl). Aus
Gl. 6.4 konnen wir somit einen Ausdruck fiir w,(v) ableiten.

ES

ik
wy(v) = ———— (6.6)
9k Bri o7y _
9i Bik

Aus Vergleich mit dem Planck’schen Strahlungsgesetz

!

B Srhy? 1

w, (V) = 5 o (6.7)
)
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ergeben sich folgende Verkniipfungen zwischen den FEinstein-
Koeffizienten:

By, = 2B, (6.8)
9;
Swhi?
A = =By (6.9)

Wie verkniipften sich jetzt die Einstein-Koeffizienten mit der quantenme-
chanischen Beschreibung des Atoms.

6.2 Elektrische Dipolstrahlung

Die Emission von Photonen kann im klassischen Sinne als Abstrahlung eines
Herz’schen Dipols betrachtet werden. Das elektrische Dipolmoment eines
Elektrons, das mit einer Frequenz w linear schwingt, ist gegeben als:

Del = €T = pp sin wt (6.10)
Die abgestrahlte Leistung pro Flache berechnet sich zu

S = €ycE”? (6.11)

Setzt man fiir das elektrische Feld E die Losungen fiir einen Hertz’schen
Dipol ein, so ergibt die abgestrahlte Leistung in den Raumwinkel 47:

_ 2p_2 (,U4

P= ¢ SdF = —4— 6.12

j{ 12¢ymc? ( )

Hierbei ist p_Zz das Quadrat des gemittelten elektrischen Dipolmoments

(= 1/2p?). Fiir die Berechnung des elektrischen Dipolmoments eines Atoms

gegeben durch eine Wellenfunktion ¥ miissen wir die korrekte Mittelungs-
vorschrift verwenden:

(Per) = e(F) = e/\I/*F\I/ (6.13)

Nach den Bohr’schen Postulaten entspricht allerdings die Emission und
Absorption eines Photons dem Ubergang zwischen zwei Atomniveaus. Fiir
die Berechnung des elektrischen Dipolmoments 6.13 machen wir deshalb den
Ansatz fiir ein Atom, das sich in den Zustdnden 1 und 2 befinden kann.
Nachdem der Energieeigenwert explizit nicht zeitabhéngig sein soll, kénnen
wir die Zeitabhiingigkeit gemif et von der Ortsabhingigkeit separieren.
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]_ . 1 1 . 1
U = _671E1Et r) 4+ _ef’LEzﬁt r 6.14
7 ¢1(r) 7 G2(r) (6.14)
Hier ist der Ortsteil im Zustand 1 und 2 jeweils ¢4 (r) und ¢o(r). Wenn wir
das Dipolmoment 6.13 mit diesem Ansatz bilden, so erhalten wir zunéchst
Terme der Art:

/ T (6.15)

In diesen Produkten treten die Energien des Anfangs- und des Endzustan-
des auf, F; und F, in der Zeitabhéngigkeit auf. Das Integral wird nur dann
von Null verschieden wenn, die Energie des Anfangs- und des Endzustandes
gleich ist. Hierbei gilt zu beriicksichtigen, dass die Energie des Endzustands,
die Energie des Atoms aber auch die Energie des abgestrahlten Photons ist.
D.h. es muf} gelten:

By = By + hv (6.16)

Dies ist die Energieerhaltung bei der Emission eines Photons. Damit ver-
bleibe als Terme in Gl. 6.15 die folgenden Ausdriicke:

J diren (6.17)
J 57 (6.18)
J #17 (6.19)

In einer Dimension geht das Integral fiir x zum Beispiel von —oo
bis co. Nachdem das Produkt ¢j¢; schon eine symmetrische Funktion
beziiglich Spiegelung am Koordinatenursprung ist, ist das Produkt ¢jz¢,
anti-symmetrisch. Anhand dieser Symmetrieiiberlegungen miissen die Terme
| @171 und [ ¢57¢s verschwinden. Demnach kann nur der Term [ ¢7p, von
Null verschieden sein.

Bei der Emission von Photonen durch ein Atom geht das Elektron von
einen Zustand ¢ in einen Zustand k iiber. Dies wird ausgedriickt durch:

(Detir) = 6/‘I’f77‘11k = My, (6.20)

Die neue Grofle M;, bezeichnet man als Dipolmatrixelement. In Gl.
6.12 bendtigen wir allerdings den klassischen abgeleiteten Ausdruck p?. Nach-
dem bei der klassischen Oszillation das Elektron hin und her schwingt, was
den Ubergéingen i — k und k — 4 entspricht, ergibt sich wegen | M| = |Mp|:
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(Do) = I Mix|” + [ Mi|* = 2| M| (6.21)
Damit wird die abgestrahlte Leistung des Ubergangs ik zu:
(Pu) = 0, (622
kT 12egme3! TR '

Die Leistung wird durch Emission von Photonen abgestrahlt. Demnach
kann man die Leistung dieser Emission auch durch den Einstein-Koeffizienten
A, ausdriicken:

(Pir) = Air, hwig (6.23)
~
Rate Energie

Ein Vergleich von Gl. 6.22 und Gl. 6.23 zeigt:
4w

- TR
12 egmc®h / ik

Damit ergibt sich schliellich als Verkniipfung zwischen der Rate fiir spon-
tane Emission und den Wellenfunktionen der beteiligten Zusténde:

/Wﬁ@k

2

(6.24)

62

Aik

3 2

2 e2ws
Ay ==——k 6.25
F 3 6063h ( )

6.3 Auswahlregeln

Durch die Verkniipfung zwischen den Einstein-Koeffizienten untereinander
geméaf Gl. 6.8 und 6.9 ist auch die Verbindung zwischen B;, und By, zur
Wellenfunktion des Atoms damit bestimmt. Die Einstein-Koeffizienten sind
nur dann von Null verschieden, wenn das Dipolmatrixelement nicht Null wird.
Die Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung lassen sich aus der Analyse
von M;. bei gegebenen Wellenfunktionen ¥; und Wy ableiten:

My, = e/\p;mk (6.26)

mit den x-, y-, und z-Komponenten:
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M|, = e/\l’;‘x‘llkdx (6.27)
Ml, = e [ Wity (6.28)
M|, = e/\lflelfkdz (6.29)

Die Wellenfunktion im Wasserstoffatom ist gegeben als:

Uptmy = Rt (1)Yim(9, ¢) = ()0 (9) ™ (6.30)

1
—R,
V2 !

Fiir die Durchfithrung der Integration in Gl. 6.26 verendet man Kugelko-
ordinaten.

r = rsinfcos ¢ (6.31)
= rsinfsing (6.32)

2 = rcosb (6.33)
dV = r%sinfdrdfde (6.34)

6.3.1 Auswahlregeln fiir m;

Fiir die Bestimmung der Auswahlregel beziiglich der magnetischen Quanten-
zahl m; betrachten wir zwei Félle:
e P sei eine lineare Schwingung des Elektrons in z-Richtung

Das Dipolmoment p; zeige in die Richtung der Quantisierungsachse z.
In diesem Fall ist nur das Dipolmatrixelement in z-Richtung wesentlich,
das gegeben ist als

1 o) T 2T )
M|, = —/ ORierrzdr/G O1, m; Ot m,, cos 0 sin Odb ! mk=mi)d

2m ). -0 =0
(6.35)

Der Term f;zo e!me=mi) g liefert nur dann einen Beitrag, wenn gilt
my — m; = 0. Demnach gilt fiir die Auswahlregel der elektrischen Di-
polstrahlung, die linear in z-Richtung polarisiert ist:

Am =0 (6.36)
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e 1, sei eine Gyration des Elektron in der xy-Ebene

Betrachten wir jetzt ein elektrisches Dipolmoment p,;, dessen Vektor
in der xy-Ebene gyriert. Dies entspricht je nach Drehrichtung entweder
links- oder rechts-zirkular polarisiertem Licht. Das damit verbundene
elektrische Feld kann man schreiben als:

E = E, +iE, (6.37)

Dieses elektrische Dipolmoment entspricht der Linearkombination

1 oo
Mig|, £ iMy|, = %/ R;iRyrridr (6.38)
r=0
O1,.m. Oty m, sin2 00 (6.39)
6=0
2 4
/ (cos ¢ £ isinf) ™ mI0qh (6.40)
$=0 ~~
—etid

Damit Abstrahlung stattfindet, mufl diese Integration einen endlichen
Wert liefern. Demnach mufl der Ausdruck f;io etiteime—ma)ede von
Null verschieden sein. Dies gilt nur falls m; — m; = +1. Man erkennt
die Auswahlregel fiir die Ubergiinge, die zirkular polarisiertes Licht aus-
senden:

041

6.3.2 Auswahlregeln fiir [

Die Auswahlregeln fiir die Bahndrehimpuls-Quantenzahl [ enstehen durch
die Forderung, daf8 die Integrale fiir Am = 0 in M|,

/ O1,.m; Ol m,, cos 0 sin 6db (6.42)

und fiir Am = +£1 in M;;|, und Mik\y

/@li’mi@lkymk SiIl2 0do (643)
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jeweils von Null verschieden sind. Dies 1a8t sich am einfachsten zeigen,
wenn man die Symmetrieeigenschaften der jeweiligen Wellenfunktionen be-
trachtet. Eine Funktion hat gerade Paritat wenn gilt:

) = F(=7) gerade (6.44)

Eine Funktion hat ungerade Paritidt wenn gilt:

f(7) = —f(=7) ungerade (6.45)

Bildet man das Integral wie bei dem Dipolmatrixelement, so bekommt
man nur dann einen endlichen Wert, wenn der Integrand insgesamt eine ge-
rade Funktion ergibt.

Nachdem der Term 7" schon ungerade ist, so miissen jeweils ¥} und ¥y, von
ungleicher Paritédt sein. Nachdem die Paritét der Wellenfunktion im Wasser-
stoffatom jeweils (—1)" ist, muB die Differenz zwischen [; und [, eine ungerade
Zahl sein. Nachdem das emittierte oder absorbierte Photon einen Drehimpuls
hi tragt, verbleibt als einzige Moglichkeit beim Ubergang i — k jeweils nur
Al = £+1. Die Auswahlregel ist demnach:

Al =+1 (6.47)

Die Paritdt der einzelnen Kugelflichenfunktionen sind in Abb. 6.2 illu-
striert.

z

ah / +
NI /

{=0 {=1, m=0 {=2, m=0

Abbildung 6.2: Die Paritidt der Kugelflichenfunktionen Y, ist am Bei-
spiel Yp,0, Y1,0 und Y3 illustriert. + Zeichen bedeutet eine positive Wellen-
funktion und das - Zeichen eine negative.
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6.3.3 Auswahlregeln fiir s

Bei den optischen Uberginge #ndert sich der Gesamtspin nicht. Demnach
mufl immer gelten:

As=0 (6.48)

6.3.4 Auswahlregeln fiir j

Der Gesamtdrehimpuls j ergibt sich aus der Kopplung zwischen [ und 3.
Berticksichtigt man die Auswahlregeln fiir [ und s, so ergibt sich die Aus-
wahlregel fiir j zu:

(Aj=0,+1 aber nicht ji =0 — jr =0 (6.49)

Die Moglichkeit fiir Aj = 0 ist moglich, falls durch eine Umorientierung
der Vektoren [ und § zwar Al = 1 und As = 0 erfiillt ist, aber die Lénge
von j und damit die Quantenzahl j erhalten bleibt. Dies ist in Abb. 6.3
veranschaulicht.

Al=-1
b As=0 4
| Aj=0
j Emission R -
eines Photons ]

S / 1=2 g I=1
s=1/2 s=1/2
j=3/2 j=3/12
m=3/2 m=1/2

Abbildung 6.3: Die Auswahlregel fiir j ist Aj = 0, +1 Als Beispiel ist hier
ein Ubergang gezeigt, bei dem sich I éndert aber j konstant bleibt.

6.4 Multipolstrahlung (Vertiefung)

In der bisherigen Ableitung sind wir von dem klassischen Analogon, dem
Hertz’schen Dipol, ausgegangen. In der formalen Ableitung betrachten wir
die Schrodingergleichung eines Atoms in einem Strahlungsfeld. Hierfiir gilt

182 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 6. KOPPLUNG EM-STRAHLUNG ATOM#4. MULTIPOLSTRAHLUNG (VERTIEFUNG)

die Pauli-Gleichung 4.44, die wir schon bei der Ableitung des Zeemaneffektes
eingefiihrt hatten. Die Schrodingergleichung eines Teilchens mit Ladung ¢ im
Strahlungsfeld ist:
—_h2 9
—(p—qA)" +V(r)| ¥ =EV (6.50)
2m
Der Storungsterm erster Ordnung fiir ein Elektron (¢ = —e) ist epA. D.h.
das allgemeine Matrixelement lautet:

M. o /\IfiepA\Ifk (6.51)

Jetzt fithren wir folgende Ndherung ein. Der Impuls p wird ausgedriickt
durch eine Fourier-Komponente:

p=mi = —miwr (6.52)
Das Vektorpotential wird durch seine Fourier-Komponente ersetzt A, =
¢ Da die Wellenléinge des emittierten Lichtes (k = 2F) viel groBer als die

Abmessung des Atoms (7), gilt kr < 1. Demnach wird A gendhert durch

A=e* ~14ikr+ .. (6.53)

Damit ergeben sich fiir das Matrixelement folgende Terme:

My, oce/\llieikrf'\lik = e/\IfZ-F\I/k +ei/\11ie (EF) UL ...
A,—/ N J/

elektr. Dipolstrahlung elektr. Q;gdrupolstr.
(6.54)

Man erkennt, daf3 der fithrende Term in dieser Ndherungsrechnung wieder
die elektrische Dipolstrahlung ist, wie sie schon oben abgeleitet wurde. Es
entstehen aber auch Terme héherer Ordnung.

Der niéchste Term entspricht elektrischer Quadrupolstrahlung (wg. r?)
bzw. magnetischer Dipolstrahlung. Aus den Symmetrieiiberlegungen muf3
als Auswahlregel gelten Al = 0,+2. Bei Al = 0 handelt es sich um ma-
gnetische Dipolstrahlung, bei der sich nur das magnetische Moment geméfl
Am = +1 dndert. Ein solcher Ubergang ist zum Beispiel die 21 ¢m Linie der
Hyperfeinstruktur- Aufspaltung von Wasserstoff.
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6.5 Linienbreiten

Die Lage einer Linie und ihr Auftreten in einer spektroskopischen Messung
gibt Auskunft iiber die Energieniveaus in einem Atom. Die Linienbreite und
-form enthélt zusétzlich noch Information beziiglich der Lebensdauer des
Niveaus und der Umgebung in der sich das Atom befindet.

6.5.1 Lebensdauer-Verbreiterung

Die Lebensdauer eines angeregten Zustands ldfit sich aus dem FEinstein-
Koeffizienten fiir spontane Emission ableiten. Gegeben seien N; Atome in
einem angeregten Zustand i. Diese Atome zerfallen unter Emission eines Pho-
tons in mehrere mogliche Zustdnde j geméaf:

dN; = =) Ay Nidt (6.55)
J

Hierbei muf iiber alle moglichen Endzusténde j aufsummiert werden. Die
zeitliche Anderung der Besetzung N; ergibt:

P

E.

B

Abbildung 6.4: Die Abregung eines Niveaus i kann durch Uberginge in
mehrere Niveaus j geschehen.

t

Ni(t) = N;(0)e™ 25 4t = N;(0)e™~ (6.56)

Demnach ist die Lebensdauer 7 umgekehrt proportional zur Rate der
spontanen Emission:

1
- = ;Azj (6.57)
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Beobachtet man zum Beispiel die Intensitéit einer Linie fiir den Ubergang
1 — k, dann bekommt man:

L, = N Ajchvy, (6.58)

Regt man eine Ensemble von Atomen zum Zeitpunkt ¢ = 0 an, so beob-
achte man ein exponentielles Abfallen der Intensitét, da die Anzahl n; der
Atome im angeregten Zustand exponentiell abféllt. Man bekommt:

Ly = NiAishvge = Ni(0)e™ 254t Ay huy, (6.59)

An dieser Gleichung erkennt man, daf sich ein einfacher Ausdruck fiir A;
aus der Beobachtung einer einzelnen Linie nicht grundsétzlich einfach ermit-
teln 148t, da in dem Verlauf der Intensitdt noch die Summe iiber all anderen
Zerfallskanéle 7 auftaucht. Dies lafit sich nur iiberwinden indem man die
Intensitédten aller beteiligten Linien mifit. Gl. 6.58 konnen wir umschreiben
Zu:

I;
b= NiAw (6.60)

hl/ik

Dies gilt auch fiir eine Summation iiber alle Zusténde j:
B/ N; Ajj (6.61)

Teilen wir beide Gleichungen durcheinander, so erhalten wir:

Lip -
Ay, = ZAij (ﬁ) (6.62)
J J Vij

Hierbei fallt die Anzahl der Atome im angeregten Zustand N; heraus. Der
Ausdruck ) ; Aij 188t sich aus der zeitlichen Abhéngigkeit einer einzelnen Li-
nie bestimmen. Man erkennt, dafl durch eine Messung der Linienintensitéiten
und -breiten die Bestimmung der Lebensdauer eines einzelnen Ubergangs
moglich ist.

Allerdings ist diese Moglichkeit zur Messung eines einzelnen Einstein-
Koeffizienten A;;, aufwindig, da eine zeit-aufgeloste Messung notig wird
mit einer Zeitauflosung entsprechend der Lebensdauer die durchaus kiirzer
als Nanosekunde sein kann. Alternativ dazu kann man den FEinstein-
Koeffizienten iiber die spektrale Breite der Emissionslinie bestimmen.

Wie verkniipft sich nun der Einstein-Koeffizient bzw. die Lebensdauer mit
der Linienbreite? Dazu betrachten wir zunéchst das Bild eines klassischen
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geddmpften Oszillators mit Frequenz wy und Dampfung ~. Die Bewegungs-
gleichung ist:

i+t +wir =0 (6.63)
mit der Losung:
- 2t ’V .
z(t) = xpe 2" |coswyt + —— sinwyt (6.64)
2w0
fiir v < wy ergibt sich:
x(t) = xoe” 2" [cos wot] (6.65)

Die Energie des Oszillators 148t sich ableiten, wenn man Gl. 6.63 mit mx
multipliziert.

miid + myi? + miwir = 0 (6.66)

Umformung zeigt, da die zeitliche Anderung der Gesamtenergie W dieses
Ostzillators durch dessen Dampfung gegeben ist.

d [m,2 m o o aw 9 (6.67)

a Lt TR =g = e
Die zeitliche Entwicklung der abgestrahlten Leistung eines Oszillators,
der anfianglich eine Amplitude zy hat, ist:

(P) = (T8 = —3m(e?) (6.68)

Zur Bildung von (%) beginnen wir mit:
T = —xoge_%t cos wot — Toe ™ 2w sin wot (6.69)

Bilden wir (%) so fallen die Terme mit v weg, da wir 7 < wy angenommen
hatten, und aus der Mittelung iiber sin? bekommen wir schlielich:

1
(#%) = x%w356_7t (6.70)
Damit ist die mittlere abgegeben Leistung;:
1 2 92—t
(P) = —5YmaTgwye 7 (6.71)

Betrachten wir NV; Atome, die sich anfanglich im Zustand ¢ beﬁngien, so be-
obachtet man einen exponentiellen Abfall der Besetzung N; durch Ubergénge
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i — k, wie in Gl. 6.56 beschrieben. Die zeitliche Anderung der abgestrahlten
Leistung dieser Atome in einer Linie ¢ — k ist:

(PYir, = Ni(t) Ay hvig, = N;i(0)e™ 25 45" Ay hwy, (6.72)
Anzahl Rate Energie

Der Vergleich von GIl. 6.71 und 6.72 zeigt, dafl gilt bei mehreren End-
zusténden gilt:

V= ZAij (6.73)

Tragt man das Quadrat A(w) der Fourier-transformierten Amplitude der
Schwingung im Frequenzraum auf (Abb. 6.5):

clw) = /OO x(t)e™ dt (6.74)

[e.e]

Aw) = le(w)[* (6.75)

so erkennt man, dafl v direkt der Halbwertsbreite dieses Peaks entspricht.
Das Quadrat der Amplitude eines Ostzillators entspricht der emittierten Lei-
stung P o< E2. D.h fiir die Halbwerts-Breite einer Emissionslinie Aw gilt:

J

wobei iiber alle Endzustdnde j summiert wird. Die abgestrahlte Leistung
(entspricht der Linienintensitét einer Linie hvyy) einer Anzahl von Atomen
N; ist:

Aus der Halbwertsbreite einer Linie bekommt man allerdings nur Infor-
mation iiber die Summe aller Einstein-Koeffizienten geméfl Gl. 6.76.

6.5.2 Doppler-Verbreiterung

Die Lebensdauer-Verbreitung wird bei gasformigen Atomen oftmals nicht
beobachtet, da durch die Bewegung der Atome die Emission und Absorpti-
on durch den Dopplereffekt frequenzverschoben erscheint (siche Abb. 6.6).
Betrachten wir ein Atom, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, und
ein Photon emittiert mit der Frequenz wy und dem Wellenvektor k gemaf
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A(w)

Abbildung 6.5: Quadrat der Fourier-transformierten Amplitude eines
geddmpften harmonischen Oszillators.

wo = ck. Dieses Photon erscheint einem ruhenden Empfénger bei der ver-
schobenen Frequenz w,
we = wo + kT (6.78)
In gleichem Mafle ist auch die Absorption eines Photons durch ein be-
wegtes Atom frequenzverschoben mit:
Wa = wo + kT (6.79)
Wir betrachten jetzt nur eine Richtung z, in der das Atom beobachtet
wird. Damit ergibt sich
v,
We = wo + kv, = wy (1 + —) (6.80)
c

Die Geschwindigkeitsverteilung von n; Atomen in z-Richtung sei gegeben
durch die Maxwell-Verteilung:

N.ml/2 Lmv?
n; (v,) dv, = Jér—kﬁei FET (o, (6.81)

Ersetzt man die Geschwindigkeit v, durch Gl. 6.80, so bekommt man:
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k Empfénger

/
% /\N\E\W
Sender

Abbildung 6.6: Beim Doppler-Effekt ist die Absorptionsfrequenz und
Emissionsfrequenz um kv verschoben.

¢ N;ml/? _62%2m (Wk_wg‘)2
— ¢ ¥ BT 6.82
wo \/27T]€BT€ ’ “ ( )

Die abgestrahlte Linienintensitét ist gegeben als:

n; (w) dw =

Lik(w) = Ni(w) AirTwg (6.83)
Die Linienbreite ergibt sich damit zu:
8kpT In 2
Awp = 20, ) 20B 12 (6.84)
c m

Im allgemeinen ist die Doppler-Verbreiterung um vieles grofler als die
Lebensdauer-Verbreiterung. Um die Lebensdauer direkt messen zu kénnen,
ist es deshalb notwendig, das Gas entweder sehr stark zu kiihlen oder aus-
zufrieren, oder spezielle doppler-freie Messverfahren einzusetzen, wie im fol-
genden gezeigt wird.

6.5.3 homogene - inhomogene Verbreiterung

Bei der Verbreiterung einer Linie unterscheidet man prinzipiell zwischen einer
homogenen und einer inhomogenen Verbreiterung;:

e homogen

Bei einer homogenen Verbreiterung ist die Linienbreite der Emissions-
linie eines jeden Atoms in dem Teilchenensemble identisch. Dies ist
zum Beispiel der Fall fiir eine Lebensdauer-Verbreiterung. Bildet man
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die Fourier-Transformierte der Amplitude eines gedampften Oszillators
mit
z(t) = zoe” 2" cos wot (6.85)

gemaf:

c(w) = /00 z(t)e™ dt (6.86)

so erhélt man im Frequenzraum fiir das Amplituden-Quadrat das so-
genannte Lorentz-Profil

1
(w—wp)?+~2

(6.87)

e(w)[* = x5

inhomogen

Bei einer inhomogenen Verbreiterung einer Emissionslinie ist die Fre-
quenz der abgestrahlten Photonen unterschiedlich. Wahrend die Emis-
sionslinie eines einzelnen Atoms nur durch die Lebensdauer verbreitert
ist, entsteht durch die Uberlagerung einer Vielzahl von Atomen, deren
Emission frequenzverschoben ist, eine breite Linie. Beispiel hierfiir ist
die Doppler-Verbreiterung. Die Frequenz der abgestrahlten Photonen
jedes einzelnen Atoms sind unterschiedlich, da diese sich mit unter-
schiedlicher Geschwindigkeit auf den Detektor zu oder weg bewegen.
Die Uberlagerung dieser Emissionsereignisse ergibt dann eine breite
Linienform. Die Linie hat ein Gauss-Profil mit einer Breite Aw:

I(w] x e~ [ae]

(6.88)

Es gibt allerdings eine elegante Variante die Doppler-Verbreiterung aus-
zuschalten. Hierzu verwendet man einen intensiven Laser, der es er-
laubt, ein Atom mit 2 Photonen gleichzeitig anzuregen. Die Frequenz
wo dieser Photonen wird so eingestellt, daB fiir den Ubergang zwischen
Niveaus 7 und k gilt: AF;, = 2hwy. Dieser Laser wird aufgespaltet und
gegensinnig durch das Gasvolumen geschickt. Bewegt sich ein Atom
mit Geschwindigkeit v in Richtung des Laserstrahls 1, so absorbiert es
das erste Photon bei w = wy(1 + %). Da die Laser gegensinnig orien-
tiert sind, bewegt sich dieses Atom automatisch entgegen der Richtung
von Laserstrahl 2. Das zweit Photon wird demnach bei w = wy(1 — %)
absorbiert. Fiir die Summe dieser beiden Ereignisse gilt:
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AEy, = huwp (1 + %) + hw (1 . %) — 2%y (6.89)

Demnach konnen alle Atome zwei gegensinnige Photonen absorbieren,
da der Doppler-Effekt sich weg hebt. Die entsprechende Absorptions-
Linie ist nur noch durch die Lebensdauer verbreitert. Diese sitzt auf
einem breiten aber kleinen Doppler-Untergrund, der dadurch entsteht,
daBl ein Teil der Atome 2 Photonen, jeweils beide aus Laserstrahl 1
bzw. beide aus Laserstrahl 2, absorbiert. Hierbei kann natiirlich nur
eine kleine Gruppe von Atomen aus der Maxwell-Verteilung an der
Absorption teilnehmen. Dies ist in Abb. 6.7 illustriert.

Abbildung 6.7: Bei der Doppler-freien Spektroskopie wird die 2 Photonen
Absorption ausgenutzt. Strahlt man intensives Laserlicht der Frequenz wyg
gegensinnig auf ein Gas ein, so kénnen alle Atome unabhingig von ihrer
Geschwindigkeit an dem Absorptionsprozel mit AE = 2hwg teilnehmen.

6.6 Rontgenstrahlung

6.6.1 Entstehung von Rontgenstrahlung

Beschiefit man einen Festkorper mit hochenergetischen Elektronen (Beschleu-
nigungsspannung Ugy), so beobachtet man die Emission von sehr kurz-
welligen Photonen mit Wellenlingen im Bereich von A. Das Spektrum dieser
Emission besteht aus einem breiten Untergrund, auf dem einzelne Emissions-
linien sichtbar sind. Diese beiden Anteile erklédren sich wie folgt:
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keV

+
O O

Abbildung 6.8: Rontgenstrahlung wurde erstmals entdeckt beim Beschufl
eines Festkorpers mit Elektronen im Energiebereich von keV.

¢ Bremsstrahlung

Die Elektronen werden auf ihrer Trajektorie im Festkorper im
Coloumb-Potential der Atomkerne abgelenkt. Die Beschleunigung der
Ladungstriger fiihrt zu einer Abstrahlung von Photonen. Zu kurzen
Wellenléngen ist das Spektrum begrenzt, da die maximale Energie des
abgestrahlten Photons hv,,., gleich der kinetischen Energie eUyy des
einfallenden Elektrons sein muf3:

hpaz = €Uy (6.90)

Dies entspricht einem Vorgang maximaler Ablenkung im Potential
des Atomkerns, da die komplette kinetische Energie in Strahlungs-
energie umgewandelt wird. Nachdem allerdings kleine Streuwinkel bei
Coloumb-Streuung dominieren (o oc sin™*1/2), gibt es viel mehr Er-
eignisse, bei denen die Ablenkung kleiner ist und damit auch die Pho-
tonenenergie hr. Die Intensitdat der Bremsstrahlung nimmt, deshalb fiir
UV < Upaz 24, wie in Abb. 6.9 illustriert ist.

Neben der Erzeugung der Bremsstrahlung, gilt es allerdings auch zu
beriicksichtigen, dafl die entstehenden Photonen den Festkorper auch
wieder verlassen miissen. D.h. dringen die Elektronen eine Tiefe Az
ein, so miissen Photonen, die am Ende der Reichweite der Elektronen
entstanden sind, aus dieser Tiefe wieder austreten konnen. Auf dem
Weg zur Oberfliche konnen diese wieder von den Festkorperatomen
re-absorbiert werden. Der Wirkungsquerschnitt ogpsorption flir diese Re-
Absorption 1488t sich aus der erzwungenen Schwingung eines harmoni-
schen, geddmpften Oszillators ableiten und skaliert mit Kernladungs-
zahl Z und Wellenlénge A\ wie:
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ohne Reabsorption

mit Reabsorption

Abbildung 6.9: Vernachlissigt man die Re-absorption der Photonen in
der Anode so ergibt sich eine linear Abhingigkeit der Bremsstrahlungs-
Intensitat von der Frequenz.

O absorption X ZS.A)\S (691)

Demnach &ndert sich die spektrale Verteilung der Rontgenemission
durch Re-Absorption gerade bei groBen Wellenléngen oder kleinen Fre-
quenzen, wie in Abb. 6.10 angedeutet. Tragt man die Rontgen-Emission
als Funktion der Wellenlénge auf, so ergibt sich ein Spektrum, wie es in
Abb. 6.10 gezeigt ist. Bei A, (entsprechend v,,,) beginnend, nimmt
die Intensitédt zunéchst wegen der Winkelabhéngigkeit der Coloumb-
Streuung zu. Zu langen Wellenldngen hin nimmt die emittierte Inten-
sitdt wieder ab, da die entstehende Strahlung zunehmend von dem
Festkorper re-absorbiert (oc A?) wird.

charakteristische Rontgenstrahlung

Die charakteristische Rontgenstrahlung entsteht durch die Re-
kombination von Elektronen mit Lochern in inneren Schalen des Atom-
kerns. Elektronen, die mit einer Energie entsprechend eUyy auf die An-
ode auftreffen und in diese eindringen, kénnen auf ihrer Trajektorie
durch den Festkorper gebundene Elektronen aus inneren Schalen her-
ausschlagen. Hierbei werden nur Locher in den Schalen erzeugt, bei
denen die maximale Energie eUyy fiir Ionisation ausreicht. D.h. bei
schweren Elementen, wie Blei zum Beispiel, haben die Elektronen der
K-Schale sehr hohe Bindungsenergien, so dafi Elektronenenergien im
Bereich 100 keV noétig sind. Die entstehende Rontgenstrahlung ist bei
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Abbildung 6.10: Rontgenstrahlung besteht aus zwei Anteilen. Zunéchst
einem Untergrund, der durch Bremsstrahlung der Elektronen in dem
Festkorper entsteht. Durch die Ablenkung der Elektronen an den positi-
ven Atomkernen strahlt die beschleunigte Ladung ab.

diesen Elementen entsprechend kurzwellig. Man spricht von harter
Rontgenstrahlung.

Die erzeugten Locher in inneren Schalen werden durch Elektronen aus
duBeren Schalen aufgefiillt. Bei diesen Ubergéingen werden charakteri-
stische Linien emittiert. Man bezeichnet diese Linien jeweils mit dem
Buchstaben fiir das untere Niveau und einem griechischen Buchstaben
fiir die einzelnen Linien, z.B. K,, Kj etc. (siche Abb. 6.11).

Die Energie der Photonen 1483t sich in erster Ndherung aus der effektiven
Kernladung ableiten, die das Elektron beim Ubergang aus einer dufieren
in die innere Schale "sieht”. Bei der K,-Strahlung sieht das Elektron
eine Kernladung, die durch das verbleibende 1s Elektron abgeschirmt
wird. Die Photonenenergie fiir K, ist demnach:

hv = Ry(Z — 1) (% - %) (6.92)
Bei der L,-Strahlung sieht das Elektron eine Kernladung, die durch 2
verbleibende 1s Elektronen und durch 7 verbleibende 2s und 2p Elek-
tronen abgeschirmt wird, was einer effektiven Ladung Z.;y = Z — 9
entspricht. Der Vergleich mit dem Experiment zeigt, daf3 die Abschir-
mung nicht so perfekt ist und die Photonenenergie besser durch eine
effektive Ladung Z.;y = Z — 7.4 wiedergegeben wird. Die Photonen-
energie fiir L,-Strahlung ist demnach:
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1 1

hv = Ry(Z — 7.4) (ﬁ - §> (6.93)

}"min
Abbildung 6.11: Die charakteristische Roéntgenstrahlung entsteht beim
Ubergang von Elektronen in unbesetzte Zusténde in den inneren Schalen
der Atome.

Diese Abhéngigkeit bezeichnet man als Moseley-Gesetz. Die einzel-
nen Rontgen-Linien sind noch weiter aufgespalten. Die L-Schale spaltet
sich in 3 energetisch unterschiedliche Niveaus auf: 2s, 2py /2, 2p3/2. Die
Verschiebung zwischen den 2p;/, und 2p3/; Niveaus stammt von der
Feinstrukturaufspaltung, die bei inneren Schalen signifikant sein kann,
da wegen der Z* Abhingigkeit bei schweren Atomen die Aufspaltung
keV erreichen kann. Der Energieunterschied zwischen dem 2s und 2p
Niveau kommt durch den gréBeren Uberlapp der s-Wellenfunktion mit
dem Atomkern im Vergleich zu den p-Wellenfunktionen. Erstere ”se-
hen” den Atomkern besser und haben deshalb eine grofiere Bindungs-
energie. Die Niveaus in der L-Schale bezeichnet man auch als Ly, Ly
und Ly fiir die 2s, 2p;/, und 2p3/, Zusténde. Die K,-Strahlung kann
demnach durch die Ubergéinge L;; — K und Ly — K stattfinden (we-
gen Auswahlregel Al = £1). Diese beiden Linien bezeichnet man als
K,, und K,,

Die Anwendung der charakteristischen Rontgenstrahlung als intensive
Lichtquelle hat den Nachteil, daff nur Photonen bestimmter Wellenléngen
erzeugt werden konnen. Die Intensitét des Bremsstrahlungs-Untergrundes
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ist in der Regel klein. Allerdings kann auch eine breitbandige, kurzwellige
Lichtquelle realisiert werden in dem man Elektronen direkt in groflen Ring-
Beschleunigern auf hohe Energien bringt. Durch die radiale Beschleunigung
auf der Kreisbahn strahlen sie die sog. Synchroton-Strahlung ab.

6.6.2 Absorption von Rontgenstrahlung
durch Materie

Die diskrete Form der Abstrahlung der charakteristischen Rontgenstrahlung
wird auch bei der Absorption von Licht in Materie sichtbar. Bei der Absorp-
tion von em-Strahlung konnen Atome absorbieren, wenn ein Elektron aus
seiner Schale angehoben wird. Je nach Frequenz der em-Strahlung reicht die-
se fiir eine Anregung der K, der L-Schale usw. aus. Im Absorptions-Spektrum
erkennt man charakteristische Kanten (sieche Abb. 6.12). Bei Frequenzen klei-
ner als die sog. K-Kante, kénnen die Photonen kein 1s Elektron mehr in
ein unbesetztes Niveau anheben. Die Absorption nimmt damit schlagartig
ab. Zu niedrigeren Energien nimmt die Absorption wieder zu (gemif \3),
bis schliellich die Photonen kein Elektron mehr aus der L-Schale anregen
konnen. Hier entstehen drei Kanten, da die Bindungsenergien der Lj, Ly
und Ly; Elektronen unterschiedlich sind.

6.7 Laser

Bei einem Laser wird die induzierte Emission ausgenutzt, um Photonen glei-
cher Wellenlénge und Phase zu erzeugen. Es entsteht dabei eine intensive und
kohérente Lichtquelle (sieche Abb. 6.13). Die wesentlichen drei Komponenten
sind ein Lasermedium (i), in dem atomare Uberginge angeregt werden; ein
Resonator (ii), bestehend aus Spiegeln, die das Lasermedium einschlieflen,
um das Laserlicht mehrfach durch das Medium laufen zu lassen; und eine
Energiequelle (iii), die fiir die Anregung der Atome sorgt. Das sog. Pumpen
des oberen Laserniveaus kann durch eine externe Lichtquelle, durch eine Ga-
sentladung oder durch chemische Reaktionen realisiert sein.

6.7.1 Prinzip, Verstirkung

Betrachten wir zunéchst die Intensitdt einer Lichtwelle, die sich durch ein
Medium in z-Richtung bewegt. Der Absorptions-Koeflizient o beschreibt die
Anderung dieser Intensitidt pro Lange.

[ = Ipe ™ (6.94)
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Abbildung 6.12: Die Absorption von elektromagnetischer Strahlung durch
Materie ist durch das Auftreten von Kanten gekennzeichnet, unterhalb derer
Anregungsprozesse aus den entsprechenden Schalen nicht mehr stattfinden
konnen.

Im folgenden betrachten wir nur Absorption und induzierte Emission un-
ter der Annahme, dafl die Rate der spontanen Emission vernachlassigbar
bleibt. Der Besetzungsdichte N; des oberen Niveaus ¢ ergibt sich:

dN;

dt

mit By; und B;;, den Einstein-Koeffizienten fiir Absorption und induzierte

Emission. w, ist die spektrale Energiedichte bei der Frequenz v (= Zahl der

Photonen xhv pro Frequenzintervall Av). Die Anderung der Photonenzahl
ergibt sich aus!:

= NkBkiwl, - Nlekwl, (695)

Wy

d 7 gegeben als Photonenenergie hv
pro Frequenzintervall Av (= Linienbreite der Laser-Emission) mal Zahl der Ubergénge
pro Zeit dg"'.

!Nachdem w, die spektrale Energiedichte ist, ist
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z
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T

Spiegel
P1eg Energie: Licht, Chemie...

halb-durchlassiger
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Abbildung 6.13: Licht-Verstédrkung in einem Medium, das durch eine ex-
terne Energiequelle angeregt wird, erzeugt beim Uberschreiten der Schwell-
wertbedingung Laserstrahlung.

dw, hv dN; hv gi
= —— = —w, |N;, — N,*| B, 6.96

dt Avdt At [ g gk} g (6.96)
Hierbei sind g; und g die statistischen Gewichte der Niveaus ¢ und £. D.h.

nimmt die Besetzung im Niveau ¢ ab, so werden dafiir Photonen erzeugt. Um

Lichtverstirkung zu haben muf3 d“j;’ > 0 sein. Demnach muf} gelten:

d
AN = N, — N2 > ¢ (6.97)
9k
NI 2
hv
hy NNAN>
hy AN\ A% %™ } Phasenrichtig
AVAVAVA 2
Nk 3
By Bi

Abbildung 6.14: Laserstrahlung entsteht durch die Verstérkung in einem
Laser-Medium bei der durch induzierte Emission Photonen phasen synchron
vervielfiltigt werden.

Um Lasertatigkeit anzuregen, gilt es zu beriicksichtigen, dafl ein Teil
des Lichtes aus dem Resonator ausgekoppelt wird (eben der Laserstrahl)
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und weitere Verlustprozesse wie z.B. Streuung an Oberflichen etc. stattfin-
den konnen. Dieser Verlust von Photonen 148t sich in einer Zeitkonstante
TResonator Zusammenfassen. Die Energiedichte wird damit:

Wy

dw, _ hv { (6.98)

Gi
— Zw, |N, - N2\ B —
dt Av" " glj g

Die Losung der Differentialgleichung fiir w, ergibt ein Exponentialgesetz.

Fiir den Einstein-Koeflizienten fiir induzierte Emission konnen wir setzen:

TResonator

% |
STy . = (6.99)

03 TAtom

Ay =

mit Taum der Lebensdauer des angeregten Zustandes. Fiir Licht-

verstarkung muf gelten d;”t” > (. Die Laserbedingung lautet damit:

(6.100)

, 3
|:Ni_Nk&1 A 1 1 - 1
gk

2
8mv? Av TAtom TResonator

D.h. wird die Giite des Resonators besser, wird Tresonator groffer und La-
sertatigkeit kann einsetzen. Ebenso, falls die Lebensdauer des angeregten
Niveaus Tuom klein ist, so ist die Rate fiir induzierte Emission grof.

Die Verkniipfung mit dem Absorptions-Koeffizienten « 148t sich wie folgt
ableiten: die zeitliche Anderung der Photonenzahl 18t sich in eine rdumliche
Anderung umrechnen gemés:

dw, dw,dz dw,
dt  dz dt | dz (6.101)

Fiir die exponentielle Anderung der Zahl der Photonen im Lasermedium
iiber eine Léange Az gilt:

dw,
dz

Aus GL1.6.98 und GI. 6.102 148t sich demnach der Absorptionskoeffizient
a ableiten zu:

= —aw, (6.102)

} G ! (6.103)

a=— [NZ- A

9k

Nach GI. 6.100 mufl die Besetzung des oberen Niveaus mindestens gréfier

als die des unteren sein. Man spricht von Besetzungsinversion. In einem
einfachen zwei-Niveau-System kann dieser Zustand allerdings nicht erreicht

werden. Die Besetzung der Niveaus folgt der Boltzmann-Statistik:

+
2
8Ty TAtom CTResonator

199 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 6. KOPPLUNG EM-STRAHLUNG ATOME 6.7. LASER

. B,
— = ZZ¢ kBT (6104)

Fiir T' — o0, entsprechend maximaler Pumpleistung, bekommt man den

Grenzfall AN — 0, aber keine Besetzungsinversion. Deshalb kénnen Laser
nur in Systemen realisiert werden, in denen mehrere Niveaus beteiligt sind.

e 3-Niveau System, Rubin-Laser

Der Rubin-Laser ist ein Festkorper-Laser, bei dem ein Chrom-dotierter
Al;O3 Kristall durch eine Blitzlampe optisch gepumpt wird. Das Funk-
tionsprinzip ist in Abb. 6.15 gezeigt. Das angeregte Niveau mit Energie
E; im Chromatom zerfallt strahlungslos (Wechselwirkung mit den Git-
terschwingungen) in einen Zustand mit Energie E;, der eine lédngere
Lebensdauer hat. Von diesem ausgehend findet der Laseriibergang in
das Grundzustands-Niveau mit Energie E statt.

E]_ 7Y
\strahlungslos
E

Pumpen

Laser

B

Abbildung 6.15: Bei einem Rubin-Laser werden in einem Chrom dotierten
Saphir-Kristall (AlyO3:Cr) zunsichst die Cr®*-Ionen angeregt, die danach
strahlungslos in ein Niveau i zerfallen. Der induzierte Ubergang von diesem
Niveau ausgehend in den Grundzustand erzeugt das Laserlicht.

e 4-Niveau System, HeNe-Laser

Bei einem HeNe Laser werden zunéchst in der Gasentladung Helium
Atome durch Elektronenstof in das Singulett-Niveau 2'S das Triplett-
Niveau 23S angeregt. Diese Niveaus sind metastabil, da sie wegen den
Auswahlregeln Al = 41 und As = 0 nicht in den 1'S Grundzustand
zerfallen kénnen. Durch Stéfle der metastabilen He Atome mit den
Neon Atomen koénnen sie ihre Anregungsenergie iibertragen geméf:

He*(2'S) + Ne(2s) — He(1's) + Ne*(5s) (6.105)
He*(2%S) + Ne(2s) — He(1's) + Ne*(4s) (6.106)
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Die Ne*(5s) und Ne*(4s) Niveaus kénnen dann zu Ne*(5p) und Ne*(4p)
zerfallen und emittieren dabei Photonen bei 3.39 pym, 632.8 nm und
1.15 pm, wie in Abb. 6.16 illustriert. Das untere Niveau wird schliellich
durch Wandstof8 entvolkert.

StoR
20 ~a>s —/—— 55\/—f’39 pm
——5p
— 633 nm
StoR 4s
2% — i \
1,15 um ‘// yp
’ 3s
11S 25
He Ne

Abbildung 6.16: Bei einem He-Ne-Laser wird zunéchst in einer Gasentla-
dung Helium angeregt in die metastabilen Niveaus des Singulett und Triplett
Systems. Durch resonante Stofle werden Neon Atome selektiv in die Nive-
aus 4s und 5s angeregt. Von diesen ausgehend findet Laserstrahlung statt,
zu den 5p und 4p Niveaus. Das 3s Niveau wird schliefSlich durch Wandstof3
entvolkert.

6.7.2 Resonator, Moden

Wesentliche Komponente eines Laser ist der Resonator, der fiir eine vielfa-
chen Durchgang des Laserlichtes durch das Medium sorgt. Die Lebensdau-
er eines Photons in dem Resonator wird durch eine Zeitkonstante Tgesonator
bestimmt. Diese berechnet sich aus der Lénge des Resonators L und dem
Reflektionsvermogen R der Spiegel zu:
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1 c
=—(1—-R 6.107
TResonator L ( ) ( )

Entsprechend den Randbedingungen des Resonators ist es allerdings nur
moglich, eine endliche Zahl von stehenden Wellen in diesen einzupassen. D.h.
die resonante Verstirkung findet nur fiir bestimmte Frequenzen statt. Ist die
Lichtausbreitung parallel zur Symmetrieachse des Resonators, so bezeichnet

man diese Frequenzen als longitudinale Moden, wie in Abb. 6.17 illustriert.

‘ TEMy,

Moden

j Schwelle

4 Moden schwingen! v

Abbildung 6.17: Durch die Randbedingung in dem Resonator sind nur be-
stimmte stehende Wellen zuléssig. Je nach Verstarkungsprofil kénnen meh-
rere dieser sog. Moden beim Uberschreiten der Laserschwelle anschwingen.

Eine Verkippung der Ausbreitungsrichtung beziiglich der Symmetrie-
achse des Resonators entspricht einer sog. transversalen Mode. Das
Verstérkungsprofil ist in der Regel breiter als der Abstand der einzelnen
Moden untereinander. Dadurch beobachtet man beim Anschwingen des
Lasers mehrere eng beieinander liegende Moden. Man spricht von einem
Multimode-Laser.

Die einzelnen Moden werden mit der Zahl der Knoten des elektromagne-
tischen Feldes in die x-,y- und z-Richtung klassifiziert.

TEM, . (6.108)
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Die Zahl der Konten in z-Richtung, der Symmetrieachse des Resonators,
sei ¢ und in die x- und y-Richtung n und m. Oftmals wird der Index ¢ weg
gelassen. Eine reine longitudinale Mode entspricht demnach TEMg, und
eine transversale Mode mit einem Knoten in x-Richtung und einer beliebigen
Anzahl an Knoten in z-Richtung TEM;,.

Es ist allerdings moglich, das Anschwingen einzelner Moden zu unter-
driicken, indem ein zusétzlicher Filter in den Strahlengang gebracht wird.
Ein Inteferenzfilter zum Beispiel zeigt eine gute Transmission bei einer peri-
odischen Abfolge von Wellenléngen gegeben durch die Airy-Funktion. Diese
Transmissionseigenschaften des Interferenzfilters konnen so angepasst wer-
den, dafl nur eine einzige Mode des urspriinglichen Multimode-Lasers passie-
ren kann. Alle anderen Moden werden gedampft und kénnen die Schwelle zur
Lasertétigkeit nicht iiberschreiten. Dadurch wird ein Single-Mode Laser
realisiert.

6.7.3 Erzeugung kurzer Pulse (Vertiefung)

Fiir die Erzeugung von kurzen Pulsen gibt es mehrere Moglichkeiten:

Giiteschaltung

Bringt man in den Resonator des Lasers ein zusétzliches Element ein, dessen
Transmission man steuern kann, so erlaubt dies eine Variation der Resona-
torgiite (Q) (siehe Abb. 6.18). Dieses Element kann z.B. ein drehender Spiegel
sein, der nur in einer Orientierung richtig ausgerichtet ist fiir das Anschwin-
gen des Lasers. Ist die Transmission klein, so wird die Besetzungsinversion
sehr stark erhoht, da das obere Laserniveau nicht effektiv abgeregt wird.
Erhoht sich jetzt zu einem Zeitpunkt ¢4 die Giite des Resonators, so kann die
Besetzung-Inversion des oberen Niveaus plotzlich effektiv durch induzierte
Emission abgebaut werden und es entsteht ein kurzer intensiver Laserpuls.
Die Lénge des Pulses ergibt sich aus der Zeitspanne, die bendtigt wird, um
die Inversion abzubauen. Nachdem sich die Photonenverfielfaltigung als La-
wine in dem Lasermedium durch induzierte Emission ausbreitet, ergibt sich
als Zeitspanne:

L
At==
C

(6.109)

mit L der Lénge des Mediums und c¢ der Lichtgeschwindigkeit. Bei typi-
schen Laserabmessungen von cm...m ergeben sich somit Pulslingen im Be-
reich ns.
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Medium

AN — Laserpuls ns

‘
t, t

Abbildung 6.18: Durch eine Giiteschaltung (z.B. Drehspiegel) wird die
Besetzungsinversion in einem sehr kurzen Laserpuls abgebaut.

Optische Kompression

Die sog. optische Kompression zur Erzeugung kurzer Pulse verwendet zwei
Elemente, ein nicht-lineares Medium gefolgt von einem Doppelgitter.

Zunéchst tritt ein Laserpuls durch ein nicht-lineares optisches Element
mit einem Brechungsindex, der von der Intensitdt I(¢) des Laserpulses
abhéngt. Der lineare Anteil des Brechungsindex n sei ng und der nicht-lineare
Noy:

n=ng+ nal(t) (6.110)

Der zeitliche Verlauf der Intensitat I(¢) im Puls 148t sich aus dessen spek-
traler Verteilung I(w) ableiten gemés:

1) = / T(w)e @52 dyy (6.111)

Die Phase ¢ = wt — kz ergibt mit wn = ck:

¢ =wt — w_cnz =w (t - n()g) - ngwél(t) =w <t — nog) — Al(t) (6.112)

A sei eine Konstante. Die Abhéangigkeit der Frequenz von dem Verlauf
der Intensitét I(t) ergibt sich aus:

do 1(t)
2 e o — AL
a ~ 0 dt

Nach dem Durchgang des Laserpulses durch das Medium ist der Puls
zunéchst raumlich (=zeitlich) breiter wegen der normalen Dispersion, gemaf

(6.113)

w =
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no = no(w). Allerdings wird er auch spektral breiter (siche Abb. 6.19): beim
Ansteigen der Intensitdt zu Beginn des Laserpulses tragen (wegen %(tt) >0
geméf Gl. 6.113) zunéchst nur kleinere Frequenzen bei. Demnach kommt in
einem Detektor hinter dem nicht-linearen Medium zunéchst Licht mit kleiner
Frequenz an. Zum Ende des Pulses tragen (wegen %Ef) < 0 gemaf Gl 6.113)
dann grofle Frequenzen bei. Demnach kommt in einem Detektor hinter dem

nicht-linearen Medium Licht mit grofler Frequenz spéter an.

N o
N 2
n=ngy+tn,l(t)

(O] (O]

Abbildung 6.19: Beim Durchgang eines Laserpulses durch ein nicht-
lineares Medium wird dieser spektral verbreitert, wobei kleine Frequenzen
zu fritheren Zeiten ankommen, im Vergleich zu hohen Frequenzen.

Dieser so raumlich und spektral verbreiterte Laserpuls wird durch ein
Doppelgitter komprimiert. Beim Durchgang von Licht durch ein Doppelgitter
ist die Weglénge abhéngig von der Wellenlédnge des Lichts. Eine lange Wel-
lenldnge bedeutet eine groflere zuriickgelegte Wegstrecke (siehe Abb. 6.20).
Bei dem durch das nicht-lineare Medium spektral verbreiterten Puls kommt
Licht mit groflen Wellenléngen frither am Doppelgitter an. Nachdem die-
se Photonen in dem Doppelgitter einen lingeren Weg zuriick legen miissen,
erfahren sie eine groflere zeitliche Verzogerung als Photonen mit kleiner Wel-
lenlénge. Letztere gelangen erst zu einem spéteren Zeitpunkt in das Doppel-
gitter. Diese wellenléngen-abhéngige Verzogerung in dem Doppelgitter fithrt
zu einer zeitlichen Kompression des Laserpulses. Die spektrale Breite dndert
sich dabei nicht mehr. Durch die optische Kompression werden Lichtpulse im
Bereich von fs realisiert.

Eine der wichtigsten Anwendungen der fs-Laser sind sog. pump-probe
Experimente. Hier werden zeitlich verzogert zwei Laserpulse auf ein System
eingestrahlt. Der erste Laserpuls dient der Anregung des Systems (pump),
der zweite, um den Anregungszustand per Absorption zu detektieren (probe).
Durch die hohe Zeitauflosung lassen sich elektronische Anregungen z.B. bei
chemischen Reaktionen verfolgen, deren Zeitdauer im Bereich fs bis ns liegt.
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Abbildung 6.20: Beim Durchgang eines Laserpulses durch ein Doppelgitter
ist die Zeitverzogerung fiir lange Wellenldngen grofier. Demnach wird der
spektral verbreiterte Puls zeitlich komprimiert.
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Kapitel 7

Molekiile

Die Bildung von Molekiilen aus Atomen ist die Grundlage chemischer Reak-
tionen. Bei der Beschreibung der Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen
muf} beriicksichtigt werden, dafi der Ort des Elektrons schwécher lokalisiert
ist im Vergleich zu einem Atom, da ein Molekiil rdumlich ausgedehnter ist.

Die einfachsten Molekiile die man betrachten sind homonukleare Mo-
lekiile bestehend aus zwei gleichartigen Atomen. Das einfachste dieser Mo-
lekiile ist das Hy Ton.

7.1 Das H, Molekiil

7.1.1 Das HJ Ion

Betrachten wir ein Wasserstoffmolekiil-Ton Hy . Der Abstand der Protonen
sei gegeben als R und der Abstand des Elektrons zum Proton A sei r4 und
zu Proton B rg, wie in Abb. 7.1 illustriert.

Abbildung 7.1: Koordinatensystem fiir das H;—Ion.
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Die potentielle Energie des Systems hat jeweils einen anziehenden Beitrag
des Elektrons zu den beiden Protonen und einen abstofienden Anteil der
Protonen untereinander.

e 1 1 1
Bpp=—— [—— - — 4 = 7.1
pot 471'60( rA TB +R> (7.1)

Um die Wellenfunktion des einen Elektrons zu bestimmen, machen wir
den Ansatz, daf3 diese durch eine lineare Kombination der atomaren Wellen-
funktionen entsteht (LCAO Linear Combination of Atomic Orbitals).

o, 1s

o, 1S

Abbildung 7.2: Linear Combination of Atomic Orbitals LCAO.
Uberlagerung der 1s Wellenfunktionen als gerade und ungerade Gesamt-
wellenfunktion.

U = Cl(I)A + CQCI)B (72)
Mit ® 4 der Wellenfunktion des Elektrons am Kern A und ®p der Wel-
lenfunktion des Elektron am Kern B. Im Grundzustand ist dies zum Beispiel
die 1s Wellenfunktion:
1 _ra

e o (7.3)
Vra

Die Normierung der Wellenfunktion liefert:

/||\1/|2 = cf/@i+c§/q>23+2c1c2/q>@3 =1 (7.4)

—_—

SaB

(I)A(lS) =
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Den Ausdruck Sup bezeichnet man als Uberlappintegral. Nachdem die
Funktionen ®4 normiert sind, muf3 gelten:

A4+ 26545 =1 (7.5)

Wegen der Symmetrie der Wellenfunktion beziiglich der Symmetrieebene
des Molekiils muf gelten, dafl |c;|? = |c|? und somit ¢; = 4cy. Daraus folgen
zwei mogliche Linearkombinationen, die als gerade und ungerade bezeichnet
werden (siehe Abb. 7.2):

1

v erade — T o—aa
gerad V2 + 2545
1

\Ijun erade — T o—m =
gerad V2 — 2545

Die Symmetrie der Wellenfunktion 148t sich durch eine Spiegelung am
Koordinatenursprung ermitteln. Gerade und ungerade Funktionen liegen vor
falls gilt:

(Pa+ Pp) (7.6)

(P4 — Pp) (7.7)

\I/gerade(ff) - \Pgerade(_F) (78)

\Ilungerade(r) = _\Ijungerade(_F> (79)
Ein Vergleich mit Abb. 7.2 zeigt, dafl die Linearkombination ®4(1s) +
®(1s) einer geraden und die Linearkombination ®4(1s) — ®5(1s) einer un-
geraden Wellenfunktion entspricht. Der Hamilton-Operator fiir das Hy Ton
ist:
A h?
H = —%A + Epot (T_A, T_é, R) (710)
mit Erwartungswerten der Energie zu:

Hya+ Hyp
Eootge = ———— 7.11
gerad 15, (7.11)
Haa — Hyp
Eun erade — — 7.12
g d; 1 . SAB ( )

Hier sind Hag = [ OLHD 4 und Hap = i ®,H®p von R abhingige Inte-
grale. Die Variation der potentiellen Energie mit dem Abstand der Protonen,
einmal fiir den bindenden Zustand einmal fiir den anti-bindenden Zustand,
ist in Abb. 7.3 gezeigt. Beim bindenden Zustand entsteht ein Minimum in
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der Energie bei einem Atomkernabstand von 1.06 A. Die Aufspaltung in
einen bindenden und einen nicht-bindenden Zustand ist durch die Gréfle der
Uberlappintegrale Sap und Hap fest gelegt. Ist der Uberlapp groB, so findet
auch eine grofle Aufspaltung statt.

E
poty
(@] (@]
1.06 A
o, 1s[2 '
o o cgls
-2.648 eV

Abbildung 7.3: Elektronendichte im H;—Ion fiir die gerade und ungera-
de Gesamt-Wellenfunktion. Potentielle Energie in Abhéngigkeit vom Atom-
kernabstand R.

Das Minimum in der Energie kommt durch zwei Anteile zustande:

e Abschirmung der Protonen-Abstof3ung

Bildet man die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons [¥?|, so er-
kennt man, dafl nur im Fall der geraden Gesamtwellenfunktion eine
endliche Elektronendichte zwischen den beiden Protonen entsteht. Die-
se endliche Elektronendichte reduziert die abstoflende Wechselwirkung
der beiden Protonen untereinander. Demzufolge beschreibt die Funkti-
on W cqqe den bindenden Molekiilzustand und die Funktion W,gerade
den anti-bindenden Zustand.

e Austauschwechselwirkung

Das Volumen der Wellenfunktion ist ein Mafl fiir die Unbe-
stimmtheit Az des Ortes des Elektrons. Nach der Heisenberg’schen
Unschérferelation AzAp > h, ist eine grofle Unsicherheit im Ort auto-
matisch mit einer geringeren kinetischen Energie verkniipft!. Dies be-

'Eine analoge Uberlegung wurde oben angestellt, als wir aus der Unschirferelation
fiir einen Atomkern, gegeben durch den Bohr’schen Radius ag, die Bindungsenergie Ry
abgeleitet haben.
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zeichnet man als Austauschwechselwirkung, da das Elektron sich ent-
weder am Ort des Protons A oder B befinden kann und somit die
molekulare Wellenfunktion ein grofleres Volumen einnimmt als die ato-
maren. Dies reduziert die kinetische Energie.

Die Bindungsenergie, die sich aus diesem Ansatz berechnet ist -1.79 eV,
was noch nicht mit dem exakten Wert von -2.648 eV iibereinstimmt. Eine
bessere Ndherung bekommt man, wenn man beriicksichtigt, dal die 1s Wel-
lenfunktionen durch die Anwesenheit der zwei Protonen asymmetrisch wird.
Dafiir verwendet man den Ansatz:

By = c(l+A2)e "% (7.13)

Der Faktor A\ beriicksichtigt, dafl die 1s Wellenfunktion in z Richtung
durch die Anziehung des zweiten Atomkerns verzerrt ist (siehe Abb. 7.4).

DA

A B

v

Abbildung 7.4: Die Anziehung des Elektrons von beiden Atomkernen fiihrt
zu einer Asymmetrie der 1s Wellenfunktion.

Der Faktor n(R) beriicksichtigt, dafl das Elektron zum Beispiel bei klei-
nen Werten von R, eher eine Kernladung von 2e sieht. Es stellt sich eine
neue Gleichgewichtslage fiir R ein. Mit stidrkerer Anisotropie wird einerseits
die Bindungsenergie gréfler, da sich der mittlere Abstand Elektron-Atomkern
verringert. Auf der anderen Seite wird allerdings das Volumen das die Wellen-
funktion einnimmt, kleiner und gemé&fl Unschérferelation steigt die kinetische
Energie des Teilchens.

7.1.2 Entartung der Molekiil-Wellenfunktionen

Wie ist jetzt der Grad der Entartung der Energie-Eigenwerte, die zu die-
sen Wellenfunktionen gehort? Durch die Achse des zwei-atomigen Molekiils
ist das kugelsymmetrische Problem eines einzelnen Atoms auf ein zylinder-
symmetrisches Problem des Molekiils reduziert. Durch diese Reduktion der
Dimensionalitét stellt nicht nur der Absolutwert des Drehimpulses sondern
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zusitzlich auch die Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse eine Er-
haltungsgrofle dar, da die Wellenfunktion bei Rotation um die Molekiilachse
in sich selbst iibergehen mufl. Die entsprechende Aufspaltung der Energie-
niveaus erfolgt analog zur Niveauaufspaltung von Atomen in einem dufleren
elektrischen Feld. Dies wird im folgenden diskutiert.

Der Einfluss eines dueren elektrischen Feldes auf ein Atom ist (analog
zur Aufspaltung im Magnetfeld) durch das Produkt aus elektrischem Dipol-
moment und E-Feld gegeben, geméf:

Epot = _ﬁelﬁ (714)

Es lassen sich zwei Situation unterscheiden:

mj:+3/2
+1/2 Pel

-1/2

-3/2

m

Abbildung 7.5: (oben) Beim linearen Starkeffekt tritt eine Aufspaltung in
2j+1 Energieniveaus auf, durch die unterschiedlichen Orientierungen eines
statischen elektrischen Dipolmomentes beziiglich eines &ufleren elektrischen
Feldes. (unten) Bei einem induzierten elektrischen Dipolmoment zeigt die-
ses immer zunéchst in Richtung des elektrischen Feldes, d.h. Zustdnde mit
gleicher Projektion des Drehimpulses j auf die z-Achse haben denselben
Energie-Eigenwert. Dies entspricht einer 2-fach Entartung.
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e Atom besitzt ein statisches elektrisches Dipolmoment

linearer Starkeffekt

Besitzt ein Atom oder ein Molekiil ein statisches Dipolmoment, so
andert sich die potentielle Energie mit dessen Ausrichtung zu einem
auferen elektrischen Feld. In der Regel tritt ein statisches Dipolmo-
ment bei hetero-nuklearen Molekiilen wie NaCl auf. Der elektronische
Zustand des Atoms oder Molekiils ist durch einen Gesamtdrehimpuls 7
charakterisiert. Allerdings zeigt, im Gegensatz zum magnetischen Di-
polmoment, das elektrische Dipolmoment in der Regel nicht in dieselbe
Richtung wie ; Dadurch entsteht eine Prézession des elektrischen Di-
polmoments um die Achse von j und nur der Mittelwert (p,;) ist fiir
die Energieaufspaltung relevant. Dies ist in Abb. 7.5 veranschaulicht.

Fiir die Ausrichtung von j sind nur bestimmte Orientierungen beziiglich
der Quantisierungsachse z zuléssig. Nachdem (p,;) direkt mit dem Ge-
samtdrehimpuls verkniipft ist, ergeben sich neben 2j+1 Orientierungen
fiir ] auch 2j+1 Orientierungen fiir (p,;). Dies entspricht einer Aufspal-
tung in 2j+1 unterschiedliche Energieniveaus im dufleren elektrischen
Feld. Dies bezeichnet man als linearen Starkeffekt, da die Aufspal-
tung direkt proportional zu der Feldstérke ist.

Atom besitzt kein statisches elektrisches Dipolmoment
quadratischer Starkeffekt.

Bei einem Atom, das kein elektrische Dipolmoment besitzt, kann ein
Dipolmoment induziert werden, da das &duflere elektrische Feld die
Elektronenhiille gegeniiber dem Atomkern verschiebt. Dieses induzier-
te Dipolmoment wird durch die sog. Polarisierbarkeit o beschrieben
gemaf:

P = oF (7.15)

Die potentielle Energie dieses induzierten Dipolmoments im &dufleren
elektrischen Feld ist demnach:

Ept = —pME = —aEE = —a|E|? (7.16)

Man spricht wegen der £? Abhiingigkeit vom quadratischen Stark-
effekt. Nachdem das Dipolmoment erst durch E induziert wird, zeigt
p immer in dieselbe Richtung wie E. Demnach haben die Zusténde zu
m; = £3/2 etc. jeweils die gleiche Energie, wie aus Abb. 7.5 ersichtlich.

213

© A. von Keudell, Ruhr-Universitit Bochum



KAPITEL 7. MOLEKULE 7.1. DAS Hy MOLEKUL

my | Notation | Zahl der Elektronen
0 o 2e”

+1 s 4e”

+2 0 4e”

Tabelle 7.1: Die Wellenfunktion eines Elektrons wird wegen der Entartung
beziiglich +m; mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet

Ein Elektron in einem zwei-atomigen Molekiil bewegt sich jetzt im zylin-
dersymmetrischen elektrischen Feld der Atomkerne. Aus dem Ortsanteil der
Wellenfunktion ergibt sich dadurch eine Entartung beziiglich m; = +£2,£1,0
und eine Notation wie in Tab. 7.1 gezeigt.

7.1.3 Energie-Eigenwerte zu den
Molekiil-Wellenfunktionen

Um jetzt einen Zustand fiir ein Elektron zu beschrieben, verwendet man
die Notation o4ls,o0,1s, m,2p etc. Wobei der Index g und u angibt, ob
es sich um eine gerade oder ungerade Gesamtwellenfunktion handelt. Um
die Abfolge der Energieeigenwerte in einem Hj-Ion zu bestimmen, ist es
zweckmafig fiir die Darstellung der p-Wellenfunktionen Orbitale zu verwen-
den. Die rdumliche Orientierung der Wellenfunktionen fiir gegebenen Dre-
himpuls |LZ| und dessen Projektion |L.| lassen sich besser in kartesischen
Koordinaten schreiben. Aus den Kugelflichenfunktionen zu [ = 1 mit

1 /3
Vin.0) = Yig = o/ Zcoss (7.17)
L /3 0 e
Yig = ¢§ 5, Sin Je (7.18)
T

werden neue Linearkombinationen gebildet, die p-Orbitale:

1 /3 .
De = E Yi1—Yi) = - sin ¥ cos ¢ (7.20)

i

3 . :
Dy = /2 Y11+ Y111) =4/ i sin ¥ sin ¢ (7.21)

3
p: = Yip= \/Ecosqb (7.22)
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Bei der Uberlagerung der atomaren Wellenfunktionen kénnen sich jetzt
bindende und anti-bindende Zustédnde ergeben. Dies ist fiir die s und p
Zustdnde in Abb. 7.16 illustriert und im folgenden beschrieben:

° Gg(ls)

Uberlagert man zwei 1s Wellenfunktion zu einer geraden Wellenfunk-
tion, so ergibt sich der energetisch giinstigste bindende Zustand.

e 0'(1s)

Uberlagert man zwei 1s Wellenfunktion zu einer ungeraden Wellenfunk-
tion, so ergibt sich ein nicht bindender Zustand.

e 0,(2p,m;=0)
Befindet sich das Elektron im 2p Zustand, so entsteht durch die gerade

Uberlagerung der 2p Wellenfunktion mit m;=0 ein bindender Zustand.
Hierbei iiberlagern sich zwei p, Orbitale

e 0 (2p,m;=0)
Befindet sich das Elektron im 2p Zustand, so entsteht durch die ungera-

de Uberlagerung der 2p Wellenfunktion mit m;=0 ein nicht-bindender
Zustand. Hierbei iiberlagern sich zwei p, Orbitale

o 7,(2p,m=+ 1)

Beﬁndetﬂ sich das Elektron im 2p Zustand, so entsteht durch die un-
gerade Uberlagerung der 2p Wellenfunktion mit m;=1 ein bindender
Zustand. Hierbei iiberlagern sich zwei p, oder p, Orbitale.

o 7 (2p,m=% 1)

Beﬁpdet sich das Elektron im 2p Zustand, so entsteht durch die gera-
de Uberlagerung der 2p Wellenfunktion mit m;=1 ein nicht-bindender
Zustand. Hierbei iiberlagern sich zwei p, oder p, Orbitale.

Die Stirke der Bindung ergibt sich aus dem Grad der Uberlappung
der beiden Wellenfunktionen. So ist der m,(2p) Zustand stérker
gebunden als der o,(2p) Zustand, da sich die p-Orbitale hier
zweifach iiberlagern konnen. Die energetische Abfolge ist demnach:

74(18),0,,(18),04(2s),0,,(25),7.(2P),04 (2P) /75 (2P) .0 (2P)
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TN

EV A ¢
GO
\/\/ r m=0

D o3 22 nu»—m‘=1
£L g5 -

Abbildung 7.6: Lineare Kombination atomarer Wellenfunktionen zur Bil-
dung einer Gesamtwellenfunktion. Aufgetragen ist nur der Winkelanteil. +
und - geben an, ob W positiv oder negativ ist. Fiir die Unterscheidung in
gerade und ungerade Zustdnde mufl man die Symmetrie der Gesamtwellen-
funktion betrachten. Bildet sich in dem Molekiil eine Knoten zwischen den
beiden Atomkernen (gekennzeichnet mit einer gestrichelten Linie), so ist die-
ser Zustand anti-bindend (mit einem * gekennzeichnet).

7.1.4 Das H,; Molekiil (Vertiefung)
Ansatz fiir die Wellenfunktion

Die Geometrie des Ho-Molekiils ist in Abb. 7.7 skizziert. Fiir den Ansatz einer
Vielteilchen-Wellenfunktion im Wasserstoffmolekiil gibt es zwei unterschied-
liche Anséatze: einen Produktansatz von Ein-Elektron-Wellenfunktionen oder
den direkten Ansatz einer Vielteilchen-Wellenfunktion.

e Linear Combination of Molecular Orbitals (MO-LCAO)

Man beginnt zunéchst mir dem Ansatz einer molekularen Wellenfunk-
tion fiir ein Elektron am Ort 7 2:

W(r) = (®a(F) + ®5(r)) (7.23)

1
V2 +2S54n

Daraus bildet man einen Produktansatz fiir die Gesamtwellenfunktion:

W(r, 72) = W(rm)W(r) (7.24)

2Der Vektor 7; bezeichnet den Abstand und Richtung vom Schwerpunkt des Molekiils.
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Abbildung 7.7: Koordinatensystem fiir das Ha-Molekiil.

Multipliziert man diesen Ansatz aus, so ergibt sich:

1
2+ 2S4p

U(r) = [@A(7)PA(TS) + Pp(71)Pp(72)

—F(I)A(??l)q)B(Fg) +(I)A(F2)(I)B(?71)] (725)

Nachdem die Wellenfunktion symmetrisch unter Vertauschung der
Elektronen bleibt, mufl die Spinwellenfunktion anti-symmetrisch sein.
Der Zustand ist dem entsprechend ein Singulett-Zustand.

Heitler-London-Methode

Alternativ zu dem einfachen Produktansatz 1483t sich auch direkt eine
Wellenfunktion fiir zwei Elektronen konstruieren:

() = ﬁ (@4(F)Os(7) £ Da(F)Os()  (7.26)
Man erkennt aus dem Vergleich von GI. 7.25 und GI. 7.26, daf3 bei letzte-
rer die Terme @ 4(7)P 4(72) und P (7)) Pp(7%) fehlen. Diese Terme ent-
sprechen einer Lokalisierung der Elektronen an einem der beiden Atom-
kerne und demnach einem H™-H~ Molekiil. Dieser Zustand ist sehr
unwahrscheinlich und wird von dem MO-LCAQO Ansatz iiberbewertet.
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Bindungszustinde im H, Molekiil

Die potentielle Energie des Gesamtsystems Hy hat Terme (sieche Abb. 7.7)
entsprechend der anziehenden bzw. abstoflenden Wechselwirkung der Teil-
chen untereinander:

2 1 1 1 1 1 1
Bu= o (-t - L L) g

4meg

Der Hamilton-Operator ergibt sich zu:

. B2
H - —% (Al + AQ) + Epot (728)
Man fasst nun einzelne Terme, die einem Elektron in einem einzelnen H
a h? e 1
Atom entsprechen, zusammen zu H; = —5-A; — yrmt

. . . e? 1 1 1 1
H=H +Hy,+ —_————+ — + = (7.29)

471'60 T A2 rB1 12 R

D.h. die Energie im H, Molekiil ergibt sich aus einer Uberlagerung der
H Bindungsenergie plus gemischter Terme plus der Elektronen- und Kernab-
stofung. Fiir die Wellenfunktion verwenden wir den Heitler-London-Ansatz.
Der Energieeigenwert berechnet sich aus:

E = / / U HUdF, diy

1 - o
- m/ / [©A(F) D (7%) + Ba(Fo) ()] H

[DA(7)Pp(T) + Pa(72)Pp(T1)] diidis (7.30)

Beim Ausmultiplizieren des Integranden entstehen jeweils gleichartige
und gemischte Glieder, wie folgt:

e Ausdruck CI)A(Fl)(DB(FQ)]:[(I)A(Fl)CI)B(FQ)

— Terme mit H 1 und I:IZ

Diese Terme liefern jeweils den Energieeigenwert eines isolierten
Wasserstoffatoms, geméf

//CI)A(Fl)(I)B(Fz)ﬁ1¢A(F1)¢’B(F2)dF1dF2 =

/|©A(F1)‘2d771/‘@B(Fg)‘zdngo - EO (731)

N
N '

=1 =1
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Die atomaren Wellenfunktionen ® 4, und ®g sind normiert.
62 62
4megrpl un ATeQT A2

— Terme mit —

Diese Terme entsprechen der anziehende Wechselwirkung des
Elektron 1/2 durch den Kern B/A.

47T607'Bl

2
4mweqria

Dieser Term entspricht der abstoSenden Wechselwirkung des Elek-
tronen untereinander:

— Terme mit —

//’(I)A ’ ‘(I)B )‘ drldrg EWW (733)
7T€07’12

Zusammen mit der Abstofung der Atomkerne untereinander ergibt sich
ein Beitrag £’ zur Gesamtenergie von:

2

dmeg R

E =2 [2]50 +2A + Eww + (7.34)

Der Faktor 2 vor der Klammer berticksichtigt, dafl der Ausdruck
G4 (7)Pp(To) HP 4 (7)) P () zweimal beim Ausmultiplizieren des In-
tegranden in Gl. 7.30 entsteht.

e Ausdruck Zl:q)A(Fl)qDB(FQ)[:I(I)A<F2>(DB(F1)

— Term mit [:[1 und fIQ

Diese Terme liefern jeweils den Energieeigenwert multipliziert mit
dem Uberlappintegral S% 5 geméif

:l://@A(Fl)@B(FQ)ﬁl@A(FQ)@B(Fl)dFldFQ ::l:E()SiB (735)

2 2

e e
und —
dmeorpl ATeQr A2

— Terme mit —

Diese Terme entsprechen dem Produkt aus Uberlappintegral mal
Austauschintegral fiir ein Elektron:
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//@A )P p (7 <—47T€ o ) D o (7)) P (7 )dir dry = £SapD
0T B1
(7.36)

mit

D= / B4 (F <— )@B(mda (7.37)
47T€07‘Bl

Dies bezeichnet man als Austauschwechselwirkung, da es
beriicksichtigt, dafl das Elektron am Ort 7} zum Zustand ® 4 oder
zum Zustand ® g gehoren kann.

62
dmeoriz
Dieser Term entspricht der abstolenden Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander, wobei allerdings nicht die Ladungsdichte

sondern die sog. Austauschdichte eingeht:

— Term mit —

//(I)A CI)B (—4 )(I)A( )@B<T1>d7'1d7'2 :EEAW
TTEQT 12
(7.38)

— Term mit ¢ yy—

TEQ

Dieser Term entspricht der abstolenden Wechselwirkung der Pro-
tonen untereinander:

2

(&
/ / B4(F) B (7 < 4W60R> D A7) B )Ry = £
(7.39)

Zusammen ergibt sich als Beitrag E” zur Gesamtenergie von:

2

4
s (7.40)

£ =2 [iZEOSAB +2DS + Eaw +

Der Faktor 2 vor der Klammer beriicksichtigt, wie oben, dafl der Aus-
druck zweimal beim Ausmultiplizieren des Integranden in Gl. 7.30 ent-
steht.
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Insgesamt bekommt man unter Beriicksichtigung der Normierung der Ge-

samtwellenfunktion aus F = 2(&;5%3) (E'+ E"):

62 :|:2A+EWW:|:2DS+EAW
dmegR ‘1:&53&31 1+ 5%, .
e~ —§atik Austau;crh—WW
Der Beitrag der Elektro-Statik setzt sich aus der Elektron-Proton-
Anziehung und der Elektron-Elektron-Abstoflung zusammen. Der Term der
Austauschwechselwirkung ist kleiner als Null, da der Term 2DS negativ
und grofler als E4p ist. Demnach ist der symmetrische Zustand der Orts-
Wellenfunktion, der zum + Zeichen gehort, energetisch giinstiger. Nachdem
die Orts-Wellenfunktion symmetrisch ist, miissen die Spins antiparallel ste-
hen, d.h. der Grundzustand ist ein Singulett-Zustand. Der genaue Verlauf
der Gesamtenergie F mit dem Kernabstand R ist in Abb. 7.8 gezeigt. Man
erkennt, dafl nur im Singulett Zustand ein bindender Zustand gebildet wird.
Im Triplett-Zustand mufl ein Elektron in den anti-bindenden Zustand o,1s
sein, der die Bildung eines stabilen Molekiils verhindert.

E=2F+

(7.41)

pot

0.77 A
|

N

-4.47 eV

Abbildung 7.8: Potentielle Energie in Abhéngigkeit vom Atomkernabstand
R fiir das Hy Molekiil.

Man erkennt zudem, daf3 die Bindungsenergie im Hy Molekiil grofler als im
Hy Ton ist und der Abstand der Protonen kleiner ist. Im Wasserstoffmolekiil
schirmen zwei Elektronen die positiven Ladungen der Protonen ab. Demnach
ist der Abstand kleiner und die Bindungsenergie gréfier.
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ogls oyuls o428 0,28 m™2p 042p
Hy |1 >
H o |1 'Y,
Het |} 1 2y
Hey | 1) ™ nicht stabil
B, |+ L 1 N 17 D3
I I A A

Tabelle 7.2: Konfigurationen von zwei-atomigen Molekiilen

7.2 Elektronische Zustinde
zweit-atomiger Molekiile

Die Drehimpulse der einzelnen Elektronen in einem Molekiil koppeln zu ei-
nem Gesamtdrehimpuls. Nachdem nur die z-Komponente des Drehimpulses
Erhaltungsgrofle ist, ergibt sich der Gesamtdrehimpuls zu:

M = Zml,i (7.42)

Die Molekiil-Zusténde werden dann mit folgenden Termen bezeichnet:

25N (7.43)

Hierbei ist A = M. Die Reihenfolge der Ein-Elektron-Niveaus auf der
Energieskala ist o,(1s), ou(1s), 04(2s), 0,(2s), m.(2p), o4(2p) (siehe Tab.
7.2).

Fiir die Besetzung der elektronischen Zustdnde in Molekiilen gelten jetzt
wieder die Hund’schen Regeln. So werden zum Beispiel bei dem Bor Molekiil
B, zunéchst zwei Elektronen mit parallelem Spin in dem 4-fach entarte-
ten Zustand 7, (2p) eingefiillt. Nachdem die Wellenfunktion anti-symmetrisch
sein muf, ist die Quantenzahl des einen Elektrons m;; = +1 und die des an-
deren m; 5 = —1. Daraus ergibt sich ein Gesamtdrehimpuls M = 0 und der
Grundzustand ist * > .

Die Besetzung der elektronischen Zusténde eines Molekiils legt fest, ob ein
bindender oder ein nicht bindender Zustand gebildet wird. So wird beim He,-
Molekiil der o,(1s)-Zustand mit zwei Elektronen besetzt. Dies ergibt einen
nicht-bindenden Zustand, und deshalb ist He, kein stabiles Molekiil. Der
Ubergang von bindend- zu nicht-bindend soll an zwei Beispielen illustriert
werden:

e Excimere
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Obwohl das Hey-Molekiil instabil ist, gelingt es einen gebundenen Zu-
stand zu erzeugen, wenn man ein Elektron in den o4(2s)-Zustand an-
regt. Dieses angeregte Hej-Molekiil ist ein gebundener Zustand, der in
den dissoziativen Grundzustand, wie in Abb.7.9 verdeutlicht, zerfal-
len kann. Nachdem der Grundzustand dissoziativ ist, werden hierbei
Photonen mit unterschiedlichen Wellenléngen emittiert.

Epot T Hez*

He, ho

Abbildung 7.9: Excimere sind Molekiile, deren Grundzustand dissoziativ
ist, deren angeregte Zusténde aber gebunden sein kénnen.

Diese sog. Excimere eigenen sich gut zur Erzeugung von Laserstrah-
lung. Zum einen eignet sich das breite Emissions-Profil zur Erzeugung
von Laserlicht bei variabler Wellenlénge, die durch die Auslegung des
Resonators festgelegt werden kann. Zum anderen ist der Grundzustand
dissoziativ, so dafl die notwendige Besetzungsinversion automatisch
vorliegt, falls es gelingt angeregte Hej-Molekiile zu bilden. Diese Exci-
mere lassen sich aus zahlreichen Atomen zusammensetzen.

Katalyse

Die Dissoziation eines Molekiil wird induziert indem der nicht-bindende
Zustand besetzt wird. Dies kann am Beispiel eines Hy-Molekiils, durch
Anregung der Elektronen vom o,(1s)-Zustand in den o,(1s)-Zustand
erfolgen. Im thermischen Gleichgewicht benétigt man dafiir allerdings
Temperaturen von ca. 2000 K um das chemische Gleichgewicht 2H <=
H; in Richtung 2H zu verschieben. Bei der sog. Katalyse macht man
sich den Umstand zunutze, dal die Besetzung des nicht-bindenden
Zustandes auch durch Ladungstransfer von Elektronen aus einem
Festkorper erfolgen kann.

Bringt man in dem Beispiel ein Hyo-Molekiil in Kontakt mit einer Ober-
flache, so kann bei einer geeigneten Lage der Energieniveaus unterein-
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vac

Abbildung 7.10: Ein wesentlicher Schritt bei der Katalyse ist das Bre-
chen einer Molekiilbindung durch Ladungstransfer von der Oberfliche in
den nicht-bindenden Zustand des Molekiils.

ander, ein Festkorper-Elektron in den unbesetzten o, (1s)-Zustand tun-
neln®. Damit wird der nicht-bindende Zustand besetzt und das Molekiil
dissoziiert. Im Vergleich zur thermischen Dissoziation (Weg (2) in Abb.
7.10) benétigt man bei der Katalyse wesentlich geringere Energie (Weg
(1) in Abb. 7.10), da die Festkorper-Oberflache schon ein Elektron mit
passender Energie zur Verfiigung stellt.

7.3 Chemische Bindung
7.3.1 Nahfeld

Die Bindungsenergie einer chemischen Bindung hat zwei Beitrége:

e Valenzelektronen

In einem Molekiil wird ein bindender Zustand realisiert, wenn die Elek-
tronen die abstolende Wirkung der Atomkerne untereinander abschir-
men. Analoges wurde fiir die gebundenen Zustinde des H; Ions und des
H, Molekiils diskutiert. Die Elektronen, die diese Bindung vermitteln,
bezeichnet man als Valenzelektronen.

e Austauschwechselwirkung

3Dies héngt von der Austrittsarbeit des Festkorpers und der Ionisationsenergie in dem
Molekiil ab (siehe Abb. 7.10).
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In einem Molekiil haben die Elektronen eine gréfleren Ausdehnung
im Ortsraum. Gemé&fl der Heisenberg’schen Unschirferelation ergibt
sich dadurch eine Erniedrigung der Impulsunschéarfe und die kineti-
sche Energie der Elektronen wird geringer. Dies bezeichnet man als
Austauschwechselwirkung, da die Ausdehnung der Wellenfunktion der
Elektronen durch deren Ununterscheidbarkeit bestimmt ist.

Dies Art der Bindung bezeichnet man auch als kovalente Bindung.

7.3.2 Fernfeld

Bei groflen Abstanden der Atome zueinander ist nur der elektrostatische Bei-
trag zur Bindung wichtig. Fiir diese Art der Wechselwirkung lassen sich meh-
rere Falle unterscheiden:

e Ionen-Ionen Wechselwirkung

Zwei Ionen der Ladungen g4 und ¢g im Abstand R wechselwirken durch
die Coloumb-Kraft miteinander. Die potentielle Energie ergibt sich zu:

1 qags 1
E o =— — 7.44
P e R CR (744)

Ion-Neutral (statisches Dipolmoment) Wechselwirkung

Ein neutrales Atom habe ein statisches Dipolmoment p,;. Die potenti-
elle Energie dieses Dipols im Abstand R im Feld eines Tons mit Ladung
qa ergibt sich zu:

I 1 qa 1
Epot = _pelE = |pel| cos )——

- X — 4
4drreq R? * R (7.45)

¥ ist der Winkel zwischen Dipolmoment und der Richtung zwischen Ton
und neutralen Atom.
Dipol-Dipol Wechselwirkung (statisch)

Zwei Atome haben ein statisches Dipolmoment pl4 o; und pp . Die po-
tentielle Energie des Dipols pa . im Abstand R im elektrischen Feld

EB des Dipols pp -

Epot = _ﬁA,elEB (746)

Das Feld des Dipols pp ¢ ist:
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1 ~
- 3pnRcosdp — 7 ) 7.47
P dneoR3 ( PBILCOSUB — DB (7.47)

Up ist der Winkel zwischen Dipolmoment pp . und der Richtung R
zwischen den Atomen. Damit wird die potentielle Energie zu:

. 1 - . 1
Epor = —pA,ezm <3pBRcos 9 — pB) o g (7.48)
Dipol-Dipol (induziert) Wechselwirkung

Betrachten wir zwei Atome A und B (sieche Abb. 7.11). Ein elektrisches
Dipolmoment von Atom A erzeugt ein elektrisches Feld am Ort des
Atoms B gemés:

~

— ]_ - 2 R
By = (3 OaR = r) = T—Pas 7.49
A deqR3 [paf cos 0. ba 47T€0pA R3 ( )
Dieses Feld induziert ein Dipolmoment im Atom B geméf:
pind = apEy (7.50)

in umgekehrter Argumentation erzeugt auch ein Dipolmoment am Ort
B ein Feld am Ort A:

Pt = o Ep (7.51)

Die potentielle Energie zweier elektrischer Dipole ist:

Epot X papp = oonzB|E|2 (7.52)

Setz man jetzt das Dipolfeld 7.49 ein, so erhilt man eine attraktive
Wechselwirkung:

1

= (7.53)

Epot X —
Neben diesem anziehenden Potential gibt es jedoch auch einen absto-
Benden Anteil, da bei groer Annédherung der Atome sich die Elektronen
wegen dem Pauli-Verbot nicht beliebig nahe kommen kénnen. Es wird
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ad hoc postuliert, daf§ dieser abstoflende Anteil wie % skaliert. Dar-

aus ergibt sich das sog. Lennard-Jones Potential fiir die induzierte
Dipol-Dipol-Wechselwirkung oder van-der-Waals Wechselwirkung:

a b
R

Epot -

(7.54)

Abbildung 7.11: Induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung.

Insbesondere bei Edelgasen ist eine kovalente Bindung nicht moglich,
da die jeweiligen Atome schon vollstiandig gefiillte Schalen besit-
zen. Allerdings konnen diese Atom iiber eine induzierte Dipol-Dipol-
Wechselwirkung binden. Die Bindungsenergien liegen jedoch im Bereich
meV, so dafl diese Art der Bindung nur bei sehr tiefen Temperaturen
beobachtbar wird.

7.4 Rotation und Schwingung
zwei-atomiger Molekiile

Wesentliches Merkmal der Spektroskopie von Molekiilen ist der Umstand,
daf} sich den elektronischen Anregungen noch Rotations und Schwingungs-
anregungen iiberlagern kénnen. Demzufolge enthalten Molekiilspektren eine
grofle Vielzahl an Linien.

7.4.1 Rotation
statischer Rotator

Betrachten wir zunéchst die Rotation eines Molekiils. Die Gesamtwellenfunk-
tion des Molekiils AB ist eine Funktion von 7 und des Abstandes R der
Atomkerne untereinander (siehe Abb. 7.16). Bei der Losung der Schrodinger-
Gleichung fiir das Problem, kann man jedoch beriicksichtigen, dafl die Bewe-
gung der Atomkerne sehr viel langsamer abliuft im Vergleich zur Bewegung
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der Elektronen. Demnach kann man einen Separations-Ansatz machen, der
die Bewegung der Atomkerne aus der Gesamtwellenfunktion absepariert:

Abbildung 7.12: Rotation eines zwei-atomigen Molekiils aus den Atomen
A und B. J bezeichnet den Drehimpuls der Molekiil-Rotation.

\D(F? é) = lI]Kern(R»\Ije— (Fa E) (755)

Beim elektronischen Anteil W, - (7, ﬁ) taucht der Molekiilabstand R nur
als Parameter auf. Diese Abseparation der Kernbewegung bezeichnet man
als Born-Oppenheimer-Niherung. Die Schrodingergleichung fiir die Be-
wegung der Atomkerne A und B mit Massen M4 und Mp ergibt dann:

h? h?
{_ 2M, 2Mp

AA - AB + Epot(R):| quern = EKern\IjKern (756)

Beim Ubergang in das Schwerpunktsystem kénnen wir unter Verwendung

der reduzierten Masse M = ]\%i diese Gleichung weiter reduzieren zu:
AtMp
h2
|:_WA + Ep0t<R>} \I/Kern - EKern\I/Kern (757)

Dies ist wieder eine einfache Form der drei-dimensionalen zentral-
symmetrischen Schrodingergleichung. Die potentielle energie E,.:(R) be-
schreibt jetzt das attraktive Potential der Atomkerne untereinander. Der
Ansatz fiir die Wellenfunktion V.., lautet wieder.

\IjKern(R7 197 (b) = R(R>Y<197 ¢) (758)

Die Bestimmungsgleichung fiir den winkelabhéngige Teil Y (¢, ¢) ist ana-
log zum H-Atom gegeben als:

LD +JJ+1)Y =0 (7.59)

1 0 )% 1 %Y
o

i 92Y 1 oY
S * sin? ¥ O¢?
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Der Gesamtdrehimpuls der Rotation ist

|| = J(J + 1)R? (7.60)

Die Rotationsenergie a3t sich aus dem klassischen Drehimpuls /w mit
dem Tragheitsmoment I ableiten zu:
1 J* J(J+1)R?
By ==l ="—-="2"_""_ .61
Y B V) T2 (7.61)
hierbei wurde ausgenutzt, dafl sich das Trégheitsmoment schreiben 148t
als:

I = MsR% + MgR% = MR? (7.62)

Ein Molekiil kann Photonen absorbieren und emittieren bei Ubergingen
zwischen den zwei benachbarten Rotationsniveaus (vgl. Abb. 7.13). Die Fre-
quenz der Emissionslinien ist dabei linear von J abhéingig, wie man leicht

mit E(J+ 1) — E(J) aus Gl. 7.69 ableiten kann.

Abbildung 7.13: durch die J(J + 1) Abhéngigkeit der Rotationsenergie
E,ot ergibt sich ein gleichméfiiger Abstand der Rotationslinien im Frequenz-
raum.

Es gilt allerdings zu beachten, dafl das Molekiil ein elektrische Dipolmo-
ment haben mufl. Damit haben homonukleare Molekiile kein reines Rotati-
onsspektrum. Allerdings konnen sich die Rotationen den elektronischen An-
regungen iiberlagern, wie weiter unten noch gezeigt wird. Die Wellenldngen
der Rotationsanregungen liegen im Mikrowellenbereich.

Zentrifugalaufweitung

Bei der Betrachtung der Rotation eines Molekiils kann sich bei hohen
Rotations-Quantenzahlen j der Abstand R durch die Zentrifugalkraft auf-
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weiten (siehe Abb. 7.14). Das Kriftegleichgewicht ist gegeben durch die
Zentrifugalkraft F, und eine riickstellende Kraft Fj. Diese wird als Feder-
kraft angenommen, was der Parabelndherung des Potentialminimums der
Molekiilbindung entspricht.

Reew

Abbildung 7.14: Durch die Zentrifugalkraft kommt es zu einer Aufweitung
des Molekiils.

F. = MuwR (7.63)
F, = —k(R— Rgew) (7.64)
Der Abstand Rgow bezeichnet den Abstand des Molekiils im Gleich-
gewicht ohne Rotation. Mit J? = I*w? = M2R*%W? ergibt sich das
Kriftegleichgewicht:
M?RYW?  J(J+ 1)R?
MR = —i— = =g — = k(R — Raow) (7.65)
D.h. man bekommt:
J(J+ )R
(R — Raow) = IR (7.66)

Die potentielle Energie der Rotation inklusive der Aufweitung der Bin-
dung ergibt:

J(J+ 1R 1

2
Fra = 3+ 38 (R~ Reaw) (7.67)

7

Vv
pot. Energie Bindung

Setzt man Gl. 7.66 in Gl. 7.67 ein so ergibt sich als Naherung fiir die
fithrenden Terme
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P JI+ DR A+ 3T +1)°h°
" OMRLoy,,  2MPERS, | 2M3E2RY.,
Die Vorfaktoren zu den Termen proportional zu J(J+1), J?(J +1)? und
J3(J + 1) sind in der Regel tabelliert.

(7.68)

Rotationsbarriere

Betrachtet man ein rotierendes Molekiil, so wird seine Bindung durch ein
effektives Potential geméf

J(J +1)h?
2M R?
beschrieben. Falls R nun grofler wird, sinkt der Anteil der kinetischen
Energie im Drehimpuls, da J konstant bleibt. Dadurch muf sich die poten-
tielle Energie entsprechend erhohen. Es entsteht eine Barriere im Potential-
topf, die Rotationsbarriere wie in Abb. 7.15 verdeutlicht. Der Ort fiir das
Maximum der Barriere ergibt sich aus der Ableitung von GI1.7.69:

EYT(R) = E,o(R) +

pot

(7.69)

J(J +1)h?

dEpor(R)
M=~

Ry p = (7.70)

Abbildung 7.15: Rotationsbarriere.
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7.4.2 Schwingung

Bei der Schwingungsanregung eines Molekiils éndert sich der Abstand der
Atomkerne untereinander. Der Verlauf der potentiellen Energie mit dem Ab-
stand R 1483t sich gut mit dem Morse-Potential annéhern, wie in Abb. 7.16
illustriert.

Parabel /

+ >
R
RGGW

Abbildung 7.16: Das Potential kann in guter Ndherung als Parabel um
den Gleichgewichtsabstand Rggw angesehen werden.

Epot(R) = Ep [1 — e*(-Roaw))? (7.71)

Ep bezeichnet die Dissoziationsenergie des Molekiils und a und Rgow
tabellierte Konstanten. Lost man mit dieser potentiellen FEnergie die
Schrédingergleichung, so bekommt man in erster Ndherung die Energieei-

genwerte
1\ (hw)? 1\?

Der erste Term gibt den harmonischen Anteil des Potentials wieder und
der zweite Term den anharmonischen Anteil. Durch diesen anharmonischen
Anteil sind die Energieniveaus nicht mehr dquidistant und die Absorptions-
bzw. Emissionslinien der Schwingungsanregungen sind:

AE = E(n+1) — E(n) = hw {1 - %(n + 1)} (7.73)
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Der Frequenzbereich dieser Anregungen liegt im Infraroten mit Wel-
lenléngen im pm-Bereich. Diesen Schwingungsanregungen kénnen Rotations-
anregungen iiberlagert sein. Nachdem die Rotationsenergien sehr viel kleiner
sind, gruppieren sich um einen Schwingunsgiibergang eine Anzahl von Rota-
tionslinien.

n=4 - 3
- 2 ( h=3
—_— 1
n=3 — 0
n=2 =
3
— n=2
_ fr— 2
n=1 I
— 0
3 Aj=-1
n=0 pr— J

Abbildung 7.17: Rotation-Schwingungs-Ubergiinge (RoVib).

Die Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung durch Rotations-
Schwingungs-Ubergénge von zweiatomigen Molekiilen sind An = +1 und
AJ = +1 (siehe Abb. 7.17).

Bei der Emission und Absorption eines Photons durch Rotations-
Schwingungsanregungen mufl der Drehimpuls 47 iibertragen werden und bei
der Schwingung muf} sich das Dipolomoment des Molekiils &ndern.

Bei homo-nuklearen zwei-atomigen Molekiilen gibt es demnach weder
ein Schwingungs- noch einen Rotations-Spektrum. In hetero-nuklearen Mo-
lekiilen gibt es Rotations-Schwingungsiibergéinge. Allerdings sind auch reine
Schwingungsiibergénge nicht moglich, da sich der Drehimpuls des Molekiils
dabei nicht @ndert. Die Auswahlregel fiir diese Ubergénge ist An = 41 und
AJ = +1.

Das Linienspektrum eines NaCl-Molekiils ist in Abb. 7.18 skizziert. Die
Absorptionslinie fiir den reinen Schwingunsgiibergang bei wy, dem sog. Ban-
denursprung, fehlt. Zu fallenden und steigenden Frequenzen werden die
Rotationsanregungen sichtbar. Linien zu héheren Frequenzen gehéren zu Ab-
sorptionen mit AJ = +1 (R-Zweig) und zu kleinen Frequenzen zu Absorp-
tionen mit Aj = —1 (P-Zweig). Die Linien, die nahe bei der Frequenz wy
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liegen, gehoren zu kleinen Quantenzahlen J. Die entsprechenden Zusténde
sind 2J 4 1-fach entartet. Mit steigender Quantenzahl J steigt der Grad der
Entartung und damit das statistische Gewicht diesen Zustands in einem En-
semble von Atomen. Die Intensitéiten steigen zundchst mit dem Abstand zu

wo an. Bei sehr grofen Quantenzahlen J sinkt allerdings die Besetzung dieser
h/T(J+1)
Zusténde geméf eines Boltzmann-Faktors e #sTret  (Rotations-Temperatur

Trot) .

2j+1 Bt
||I||‘||||‘||I||=
®, )

P Q R

Abbildung 7.18: Das Linienspektrum der Rotations-Vibrations Uberginge
ist durch nahezu &quidistante Linien gekennzeichnet. Die Linie um einen
Schwingungsiibergang bei der Frequenz wy, die zu einer Erniedrigung von
j gehoren, werden als P-Zweig bezeichnet und die zu einer Erhchung von

j gehoren als R-Zweig. Thre Intensitét ist ergibt sich aus Entartung geméaf
_ E'rot
27 + 1 und Besetzung geméafl ¢ *BTrot ,

Zur genaueren Betrachtung des Linien-Spektrums muf} die Zentrifugalauf-
weitung beriicksichtigt werden. Bei hoheren Rotations-Quantenzahlen ver-
grofert sich dadurch die Bindungslange eines Molekiils. Deshalb ist mit einer
Erhohung des Drehimpulses AJ = 1 eine geringere Erhcéhung der Rotations-
energie

J(J+1)h?
2M R?

verbunden. Dies kann im sog. Fortrat-Diagramm sichtbar gemacht wer-
den (siehe Abb. 7.19). Hier wird der Drehimpuls J(v) gegeniiber der Frequenz
der Emission v aufgetragen. Nachdem der Drehimpuls quantisiert ist, sind
nur diskrete Punkte auf der Funktion J(v) zuldssig. Projeziert man diese
Punkte auf die Frequenzachse, so erhélt man ein Abbild des Linienspek-
trums. Bei einem starren Rotator sind die Funktionen J(v) in dem Fortrat-
Diagramm einfache Geraden, wéhrend sie durch die Zentrifugalaufweitung
jeweils zur J-Koordinate hin verbogen sind.

By = (7.74)
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3- AE
starrer Rotator

2A
‘|1A |‘
L N/ L

(@)

Rotator+
Zentrifugal-
aufweitung

»
»

®

Abbildung 7.19: Fortrat-Diagramm fiir das Linienspektrum der Rotations-
Vibrations Ubergédnge. Durch die Zentrifugalaufweitung werden die Linien
enger bei hoheren Rotations-Quantenzahlen J.

Bei poly-atomigen Molekiilen kénnen eine Vielzahl von Ubergéingen an-
geregt werden und die Rotations-Vibrations-Spektrum werden komplexer.
Dies sei an den Schwingungsmoden des Acetylen-Molekiils beschrieben (Abb.
7.20):

e Streckschwingung bei 3289 cm™!

Die asymmetrische Streckschwingung im Acetylen-Molekiil fiihrt zu ei-
ner Anderung des Dipolmoments und ist zuniichst infrarot-aktiv. Bei
der symmetrischen Streckschwingung dndert sich das Dipolmoment al-
lerdings nicht und sie ist infrarot-inaktiv. Um bei der Absorption eines
Photons allerdings der Drehimpulserhaltung zu geniigen, muf3 ein Rota-
tionsquant an- oder abgeregt werden, da anders sich der Drehimpuls-
vektor des in linearer Richtung schwingenden Molekiils nicht &ndert.
Deshalb beobachtet man auf der Frequenz vy = 3289 cm ™! direkt keine
Absorption.

e Biegeschwingung bei 730 cm™!
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Bei der symmetrischen Biegeschwingung @ndert sich das Dipolmoment
und sie ist infrarot-aktiv. Bei dieser Schwingung beobachtet man auch
eine Linie bei vy, da es jetzt fiir das schwingende Molekiil 2 Rotations-
achsen gibt. D.h. der Drehimpuls des Photons kann durch Umwandlung
von J; in J, aufgenommen werden (Abb. 7.20), wobei der Betrag des
Gesamtdrehimpulses J: + jg konstant bleibt. D.h. fiir diese Rotations-
Schwingungsiibergéinge ist die Auswahlregel AJ = 0, 1.

Zusétzlich beobachtet man alternierende Intensitédten mit zunehmen-
den Rotations-Quantenzahl. Dies 1483t sich mit dem Grad der Entartung
der Gesamtwellenfunktion begriinden. Die Wellenfunktion zur Beschreibung
der Atomkerne besitzt einen Ortsanteil Uk, ort(R) und einen Spinanteil
U g ernspin- Nachdem Kohlenstoffatome Teilchen mit Kernspin 0 (12 Nu-
kleonen) sind, mufl zur Betrachtung des Symmetrieverhaltens der Gesamt-
wellenfunktion nur der halb-zahlige Kernspin der beiden Wasserstoffatome
beriicksichtigt werden. Nach dem Pauli-Verbot gilt fiir Fermionen eine anti-
symmetrische Gesamtwellenfunktion:

Vkern = \IjKern,Ort(R)\IlKern,Spin (775)

Fiir gerade Werte von J ist die zugehorige Wellenfunktion zur Beschrei-
bung der Rotation symmetrisch (Paritit (—1)7). Demnach muf} die Wellen-
funktion der Kernspins anti-symmetrisch sein. Dies entspricht anti-paralleler
Orientierung der Kernspins der H-Atome bzw. einem Gesamtkernspin des
Molekiils von I = 0, entsprechend der Entartung 27 + 1 = 1. Fiir ungerade
Werten von J, allerdings, ist die zugehorige Rotations-Wellenfunktion anti-
symmetrisch, so da} die Wellenfunktion der Kern-Spins symmetrisch sein
muf. Parallele Kernspins der Protonen ergeben I = 1, entsprechend einem
Grad der Entartung von 27 + 1 = 3.

Die Intensitét der Linien bei Absorption hdngt vom Grad der Entartung
des Ausgangs-Zustandes eines Rotations-Schwingungs-Ubergangs n/, J' —
n”,J” ab. Bei ungeradem J’ fiir den Ausgangs-Zustand des Molekiils sind
die Absorptionslinien wegen der dreifachen Entartung um den Faktor drei
intensiver als die Linien zu geradem J’ (Abb. 7.20).4

Fourier-Transformation-Infrarot-Spektroskopie (FTIR)

Um Rotations-Schwingungs-Spektren von Molekiilen zu bestimmen, wird
z.B. das Spektrum einer Lichtquelle, das teilweise von Molekiilen absorbiert

4Da bei der Infrarot-Absorption der Ausgangszustand wichtig, ist die Abfolge von
groflen und kleinen Intensitéiten im P und R Zweig invertiert.
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Abbildung 7.20: Rotations-Vibrations Uberginge im Azetylen. Bei der
infrarot-aktiven asymmetrischen Streckschwingung beobachtet man keine
Linien bei vq. Bei infrarot-aktiven symmetrischen Biege-Schwingung, hinge-
gen, beobachtet man ein Linie bei vy, da es zwei Rotationsachsen gibt.

wird, mit einem Monochromator spektral aufgelost gemessen. Durch diesen
Monochromator wird nur ein kleiner Wellenldngenbereich ausgewéhlt, was
im Infraroten den Nachteil hat, dal die Lichtintensitéiten sehr klein werden
(I o< hw).

Ein elegantes Verfahren, dieses Problem zu umgehen, ist die Fourier-
Transformations-Infrarot-Spektroskopie (Abb. 7.21). Hierbei wird das Licht
einer Infrarotlichtquelle durch ein Michelson-Interferometer geleitet. Ein
Spiegel dieses Interferometers ist verfahrbar und wird kontinuierlich bewegt.
Betrachten wir zunéchst eine monochromatische Strahlungsquelle, die Licht
(E = Eycoswot) einer Frequenz wy aussendet. Durch die Uberlagerung des
Lichtes aus beiden Interferometerarmen ergibt sich beim Verfahren des Spie-
gels ein cosinusformiges Signal auf dem Detektor in Abhéngigkeit vom Spie-
gelweg ss.
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I = cegE? = ceg B2 [cos(wot + ks1) + cos(wot + ksy)]> RT (7.76)

Ey ist die Amplitude der Feldstédrke des Lichtes. R ist das Reflektions-
vermogen des festen und des beweglichen Spiegels. T die Transmission des
Strahlteilers. Die beiden Wege s; und s, unterscheiden sich durch das Ver-
fahren des Spiegels mit einer Geschwindigkeit v:

S9 = 81 + vt (7.77)
Auf dem Detektor bekommt man dadurch das zeitlich gemittelte Signal:

(I(t)); = RTI, [1 + cos (wogtﬂ i (7.78)

D.h. die Modulation des Signals auf dem Detektor erfolgt mit einer Fre-
quenz die um den Faktor v/c herunter transformiert wurde. Fiihrt man eine
Fourier-Transformation dieses so modulierten Signals durch,

I(w) = /too<](t)>t cos <w03t> dt (7.79)

-0 C

so bekommt man im Frequenzspektrum eine Linie entsprechend der
Frequenz wy. Bei einer spektral breiten Lichtquelle ergibt die Fourier-
Transformation das gesamte Frequenzspektrum. D.h. nach dieser Methode
werden immer alle Frequenzen gleichzeitig gemessen. Die Lichtintensitét ist
grof}, was die Messtechnik erleichtert. Bringt man jetzt eine Probe in den
Strahlengang, beobachte man das entsprechende Absorptions-Spektrum.

Das Auflosungsvermogen eines FTIR-Spektrometers errechnet sich aus
der Bedingung, dafl zwei Frequenzen erst dann getrennt werden kénnen, wenn
das Signal mindestens iiber eine Zeit At gemessen wurde geméaf:

AwAt > 21 (7.80)

Demnach ist die Auflésung wegen At = % durch die Verfahrlinge des
Spiegels gegeben als:

2

D.h. man benétigt eine groflen Verfahrweg, um eine gute Auflosung zu
realisieren. Dies ist sehr aufwéndig, da das Verfahren des Spiegels absolut
linear erfolgen muf. Dies wird durch einen HeNe-Interferometer realisiert,daf
dem IR Strahlengang iiberlagert wird und nur dazu dient, die Position des
Spiegels sehr genau zu vermessen.

Aw (7.81)
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Abbildung 7.21: Fourier-Transformations-Spektroskopie. Eine spektral
breite Lichtquelle wird durch eine Michelson-Interferometer geleitet, bei dem
ein Spiegel kontinuierlich verfahren wird. Die Fourier-Transformation des
Detektorsignals gibt das Frequenzspektrum dieser Lichtquelle wieder. Dies
ist fiir eine Frequenz-Komponente wg der Lichtquelle illustriert.

Eine beliebig scharfe Linie 148t sich nur messen, wenn der Verfahrweg
unendlich wird. Nachdem dies nicht moglich ist, bekommt man eine endliche
Linienbreite. Durch die Tatsache, dafl die Fourier-Transformation von 0 bis co
lduft, das Signal aber nur von 0 bis At, entstehen zusétzliche Frequenzen im
Spektrum durch den Abbruch des Signals bei At. Dieser scharfe Abbruch 143t
sich Abmildern, indem man eine Apodisierungs-Funktion D(¢) einfiihrt,
die dem Signal {iberlagert wird.

I(w) = /t T (1)), D(#) cos (wogt> dt (7.82)

=0
Hier wihlt man oftmals eine Trapezfunktion fiir D.

Raman-Spektroskopie

Die Absorption von Infrarot-Licht findet nur statt, wenn das Molekiil ein
statisches Dipolmoment besitzt. D.h. homonukleare Molekiile besitzen kein
Infrarot-Spektrum.

Betrachtet man das Dipolmoment eines schwingenden Molekiils mit der
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Auslenkung x, so kann sich das Dipolmoment durch die Schwingung dndern,
falls %< £ 0

apel
ox
Liegt ein dufleres elektrisches Feld E an, so kann es das Molekiil po-

larisieren, geméafl dessen Polarisierbarkeit a. Auch diese kann sich mit der
Schwingung des Molekiils dndern wie:

pe() = pa(0) + ——2x (7.83)

alx) = a(0) + g—ix (7.84)

Das gesamte elektrische Dipolmoment ergibt sich aus dem statischen und
dem induzierten Anteil zu:

P = pa(x) + oF (7.85)

Mit dem Ansatz z = x( cos(wt) fiir die Molekiil-Schwingung bei Frequenz
w und dem einfallenden Licht £ = Ej coswyt erhélt man:

ox or = 2

o g
IR—Spektrum

Ipe : o E
Pet() = per(0) + ﬂwo coswt + «a(0) Eg sinwgt + —&xg—o cos(wp + w)t
—_——
—_————

y _ Vv
Raleigh—Spektrum Raman—Spektrum

(7.86)
Man erkennt neben dem statischen Anteil gem&f p.(0) drei Anteile:
IR-Absorption oder Emission des schwingenden Dipols, der bei dieser
Schwingung sein Dipolmoment #ndert; Raleigh-Streuung als der elasti-
schen Streuung von Licht an dem Molekiil (od. Atom); Raman-Streuung
als der inelastischen Streuung der Photonen an dem schwingenden Molekiil.
Bei der inelastischen Streuung kann entweder eine Schwingung/Rotation an-
geregt werden, d.h. das gestreute Licht ist energetisch niedriger, die sog.
Stokes-Linien, oder es wird eine Schwingung/Rotation abgeregt und das
gestreute Licht ist energetisch hoher als das eingestrahlte, die sog. Anti-
Stokes-Linien (sieche Abb. 7.22).

7.5 Elektronische Ubergiinge in Molekiilen

Bei elektronischen Ubergéngen in Molekiilen kann es jetzt neben der Anre-
gung des Elektrons auch zu Schwingungs und Rotationsanregungen kommen.
Hierbei sind allerdings zwei elektronische Molekiilzustande beteiligt, mit un-
terschiedlicher Abhéngigkeit der potentiellen Energie vom Atomabstand im
Molekiil, wie in Abb. 7.23 skizziert.
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Abbildung 7.22: Bei der inelastischen Lichtstreuung, der Raman-
Streuung, kann ein Schwingungsquant angeregt (Stokes-Linien) oder abge-
regt (Anti-Stokes) werden.

Die Lage der Absorptionslinien 148t sich wieder im Fortrat-Diagramm ab-
lesen. Bei der Beteiligung von zwei elektronischen Zusténde ist der Abstand
der Rotations-Niveaus in beiden Zusténden allerdings stark unterschiedlich,
da sich das Tragheitsmoment des Molekiil dndert. Demnach ergeben sich
stark gekriimmte Linien J(v) im P- und R-Zweig (siche Abb. 7.24. Zusétzlich
ist auch bei zwei-atomigen hetero-nuklearen Molekiilen ein Q-Zweig beob-
achtbar, der einer reinen Schwingungsanregung entspricht. Diese ist im Ver-
gleich zu reinen Rotations-Schwingungsiibergéngen von zwei-atomigen Mo-
lekiilen erlaubt, da die Drehimpulserhaltung des Photons ja durch die Aus-
wahlregel fiir den elektronischen Ubergang Al = 41 gewéhrleistet bleibt.

Projiziert man jetzt wieder die Punkte auf den Linien J(v) im Fortrat-
Diagramm auf die Frequenzachse, so erkennt man, dafl sich die Linien in
bestimmten Frequenzintervallen hdufen. Diese bezeichnet man als Banden-
kante oder Bandenkopf.

Wie hoch ist nun die Intensitét dieser Linien? Bei Rotations-Schwingungs-
Ubergéngen haben wir dies aus dem statistischen Gewicht und der Besetzung
abgeleitet. Bei elektronischen Ubergéngen ist die Linienintensitét allerdings
von dem Uberlapp der Wellenfunktionen der beiden beteiligten elektroni-
schen Zusténde abhingig. Der Ubergang des Elektrons findet auf einer sehr
viel kiirzeren Zeitskala statt als die Bewegung der Atomkerne, weshalb man
sie als senkrechte Linien in Abb. 7.23 einzeichnen kann. Die Intensitédt der
Linien wird dann aus dem sog. Franck-Condon-Prinzip abgeleitet:

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Abstand der Atome im Mo-
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Abbildung 7.23: Elektronische Ubergiinge in Molekiilen.

lekiil héngt vom elektronischen Niveau ab, wie in Abb. 7.25 gezeigt. Bei
hoheren Schwingungsanregungen ist insbesondere an den Umkehrpunkten
der Molekiilschwingung die Aufenthaltswahrscheinlichkeit hoch (Korrespon-
denzprinzip). Liegen jetzt die Umkehrpunkte einer Schwingungsanregung in
den beteiligten elektronischen Niveaus iibereinander, so wird dieser Ubergang
bevorzugt und man beobachtet eine hohe Linienintensitét. Die Auswahlregel
fiir Schwingungsiibergénge (An = +1) gilt bei der Beteiligung von elektro-
nischen Ubergingen nicht mehr.

7.6 Hybridisierung

Zur Beschreibung der chemischen Bindung zwischen zwei Atomen wur-
den zunéchst Linear-Kombinationen aus den Atomorbitalen als Ansatz
gewihlt (LCAQO). Bei der Bildung eines Molekiils kann es allerdings ener-
getisch giinstiger sein, dafl der Bindungszustand des Molekiils durch eine
Uberlagerung von gemischten Atomorbitalen eines einzelnen Atoms beschrie-
ben wird. Man spricht von Hybridisierung. Als Beispiel betrachten wir die
Mischung von s und p Wellenfunktionen des Sauerstoffatoms im HyO Mo-
lekiil: im Sauerstoffatom sind 4 Elektronen in den 3 2p-Orbitalen. Nachdem
ein p—Orbital mit zwei Elektronen mit anti-parallelem Spin gefiillt ist, ver-
bleiben noch 2 einfach besetzte p-Orbitale fiir die chemischen Bindung. Das
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Abbildung 7.24: Fortrat-Diagramme von RoVib Ubergéngen und elektro-
nischen Ubergéngen in Molekiilen.

1s Elektron im Wasserstoffatom bindet zu diesem freien 2p Orbital. Aus der
Geometrie der p-Orbitale wiare der Winkel zwischen den beiden Protonen
zum Sauerstoffatom 90°. Allerdings kann sich die Bindungsenergie zwischen
dem Sauerstoffatom und dem Wasserstoffatom erhéhen, falls der 2s-Zustand
im Sauerstoffatom mit dem 2p-Orbital mischt. Man erkennt in Abb. 7.26,
dafl durch diese sp-Mischung sich die Ladungstrégerdichte in der Bindung
erhoht. Die abstolende Wirkung dieser Erhéhung der Ladungstrigerdichte
in den beiden OH Bindungen im HyO Molekiil fiithrt zu einer Aufweitung des
Winkels von 90° auf 105°.

Eine dhnliche Aufweitung der Bindungswinkel erfolgt beim Ammoniak-
Molekiil NH3. Hier bilden die drei besetzten p-Orbitale jeweils eine Mischung
mit den s-Zustdnden. Daraus ergibt sich ein Molekiil, bei dem der Bindungs-
winkel zwischen den Wasserstoffatomen anstatt 90° jeweils 107° betrigt.

Die Bildung von neuen Hybrid-Orbitalen durch die Bildung von Linear-
Kombinationen der Atom-Orbitale wird am Beispiel der sp!, sp? und sp?
Hybridisierung von Kohlenstoffatomen illustriert.

e sp'-Hybridisierung

Bei der sp!-Hybridisierung werden zwei neue Linear-Kombination aus
einem s und einem p Orbital gebildet. Die zwei neuen Orbitale lassen
sich bilden wie:

Uy = a¥(s) +eV(p,) (7.87)
Uy = c3¥(s) — s V(p,) (7.88)
(7.89)
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Abbildung 7.25: Nach dem Franck-Condon-Prinzip haben diejenigen Lini-
en eine groBe Intensitiit, bei denen der Uberlapp der Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten des Elektron in den beiden beteiligten elektronischen Zustédnden
grof3 ist.

Aus der Bedingung der Normierbarkeit [ W;¥; = 1 und der sog. Or-
thogonalitit [ ¥ ¥, = 0 ergibt sich:

v, - %(\I’(S)Jr\lf(pz)) (7.90)
v, — %(xv(s)—wz» (7.91)
(7.92)

Durch den Uberlapp der Wellenfunktionen bilden zunichst die beiden
sp Hybridorbitale eine Bindung. Jetzt sind zusétzlich die p, und p, Or-
bitale ausgerichtet und es ergeben sich drei Bindungen, wie in Acetylen
(CyHy) in Abb. 7.27 illustriert.

e sp’-Hybridisierung

Bei der sp-Hybridisierung werden drei neue Linear-Kombination aus
einem s und zwei p Orbitalen gebildet. Die Losungen ergeben ein
Uberlapp der s und der p, und py Orbitale. Diese sind in der xy-Ebene
jewels um 120 ° verkippt (Abb. 7.28).
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Abbildung 7.26: Erhohung der Bindungsenergie der OH Bindung durch
Bildung von Hybrid-Orbitalen.

C C

Abbildung 7.27: sp' Hybridisierung

% (v(s) + V2(0.)) (7.93)
- o (w<s>—%wpx>+\/§qf<py>> (7.94)

1

V3

= (\p(s) - 50, - @w) (7.95)

Bei der Bindung von zwei Kohlenstoffatomen iiberlappen sich zunéchst
zwei dieser sp-hybridisierten Orbitale. Das verbleibende p,-Orbital
vermittelt die zweite Bindung, wie in Abb. 7.29 illustriert.

Vs =
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Abbildung 7.28: 120° Bindungswinkel bei der sp?Hybridisierung

In einer Kette von sp?-hybridisierten Kohlenstoffatomen gibt es zwei
gleich berechtigte Konfigurationen fiir die Abfolge aus Einfach-Doppel-
Bindung, wie in Abb. 7.30 am Beispiel des Benzol-Molekiils gezeigt ist.
Man bezeichnet diese als konjugierte Bindungen. Die w-Elektronen,
die die Doppelbindung vermitteln, sind deshalb delokalisiert und
konnen somit zum Beispiel zum Stromtransport dienen.

Durch diese alternierende Struktur ist ein System aus sp?-Kohlenstoff
der stabilste Festkorper in der Natur, da ein Brechen einer Bindung
eine Storung des delokalisierten Elektronensystems entspricht. So ist
die Zugfestigkeit einer Graphitebene, die aus sp?-Kohlenstoff besteht,
sehr viel hoher als die von Diamant, der aus sp3-Kohlenstoff besteht.
Bei Graphit besteht die Festigkeit nur innerhalb einer 2-dimensionalen
Graphitebene, wahrend Diamant als dreidimensionaler Kohlenstoffkri-
stall seine Festigkeit in alle drei Raumrichtungen zeigt.

sp® Hybridisierung

Bei der sp?-Hybridisierung werden wvier neue Linear-Kombination aus
einem s und drei p Orbitalen gebildet. Die Losungen ergeben ein
Uberlapp der s und der p,, p, und p, Orbitale. Jeweils zwei Bindungen
schlielen einen Winkel von 109 °© ein.
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Abbildung 7.29: Bei der sp? Hybridisierung mischt ein s-Orbital mit 2

p-Orbitalen
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Abbildung 7.30: Das Benzol-Molekiil C¢Hg (H-Atome nicht gezeigt) be-
sitzt zwei gleichwertige Konfigurationen.

Wy =
\Ij3:

v, =

(W(s) + ¥(p) + ¥(py) + ¥(p.))
(W(s) + ¥(pe) — ¥(py) — ¥(p-))
(W(s) =W (ps) + ¥(py) — ¥(p.))

(\IJ(S) - \Il(px) - \IJ(py) + \Ij(pz»

N RN RN RN -

(7.96)
(7.97)
(7.98)

(7.99)
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Kapitel 8

Quanteninformation

8.1 Einleitung

Die Quantenphysik beschreibt sehr erfolgreich die Eigenschaften von Atomen
und Molekiilen. Sehr wesentliche Konzepte sind hierbei die Wellenfunktion
bzw. die Interpretation des Quadrats der Wellenfunktion als die Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten eines bestimmten Ergebnisses einer Messung. In
Analogie zu Wellen der klassischen Physik gilt das Superpositionsprinzip und
das Prinzip der Interferenz.

In dem Gebiet der Quanteninformation versucht man Quantenzustéinde
aktiv zu manipulieren, um mit diesen Information zu speichern bzw. zu verar-
beiten. Durch das Superpositionsprinzip kann man die Information, die es zu
verarbeiten, sehr effizient speichern aber auch sehr effizient parallel verarbei-
ten. In der klassischen Informationsverarbeitung hétte man zum Beispiel N
Bits um Informationen zu speichern, die bis zu Zahlen von 2V gehen. Wiirde
man jeder dieses Zahlen in einen Speicher schreiben, benétigt man ein Spei-
chervermogen von 2V bits. Der Verarbeitungsvorgang, wie zum Beispiel das
Vergleichen jeder Zahl mit einer anderen, benétigt dementsprechend 2V Ope-
rationen. In der Quantenvariante dieser Problemstellung benétigt man wieder
N Quantenbits oder Bits, aber 2V Zustéinde lassen sich als Uberlagerung
gleichzeitig direkt in diesen N qBits speichern. Die Durchfiihrung einer Be-
rechnung wirkt auf alle Uberlagerungen gleichzeitig ein, so dass der Vergleich
von Zahlen ein einzige Operation ware. Damit haben Quantencomputer eine
sehr viel groflere Speicherdichte und kénnen sehr viel schneller Berechnun-
gen durchfiihren. Allerdings eignen sich Quantencomputer nur fiir bestimmte
Problemstellungen, da ein Ergebnis immer nur als Wahrscheinlichkeit vor-
liegt.

Ein einfaches Beispiel ist eine Quantenmiinze: nehmen wir an wir haben
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eine klassische Miinze und wollen wissen ob diese gefilscht ist, so miissen wir
beide Seiten nacheinander beobachten um herauszufinden ob auf den beiden
Seiten unterschiedliche Motive abgebildet sind (eine gefdlschte Miinze wére
eine, bei der auf beiden Seiten jeweils Kopf oder Zahl abgebildet wiren).
In der Quantenvariante dieser Uberpriifung wiirde man als Ausgangspunkt
einen Zustand préaparieren bei denen die beiden Seiten der Miinze iiberlagert
werden, d.h. wir schauen gleichzeitig auf beide Seiten.

Fiir die Beschreibung dieser quantenmechanischen Zustédnden wird oft-
mals die BraKet Notation oder Dirac-Notation verwendet. Hierbei ist (¢| =
Y* und |¢) = 1. Das Skalarprodukt der Zusténde ist dann (¥|¢)). An Stelle
der Wellenfunktion 1 schreibt man auch direkt die Quantenzahlen. So wéare
der 1s Zustand im Wasserstoffatom |1s,71) wobei 1 die Richtung des Spins
codiert. Fiir Systeme von mehreren Teilchen bekommt man fiir das Produkt
zweier Wellenfunktionen |1) [1) bzw. |[11).

In der Entwicklung des Quantenrechnens eignen sich grundsétzlich Frage-
stellungen die schwierig zu 16sen sind, deren Losung aber einfach iiberpriifbar
ist. Ein typisches Beisiel ist die Primzahlzerlegung von sehr grofien Zahlen
was mathematisch sehr aufwindig ist. Gleichzeitig ist die Uberpriifung sehr
einfach. In einem konventionellen Computeralgorithmus steigt der Aufwand
quadratisch mit der Anzahl der Stellen der Zahl. Fiir einem Quantenalgo-
rithmus lassen sich Problemstellungen finden, die gutmiitiger mit der Anzahl
der Bits skalieren.

8.2 Quanteninterferenz

Fiir das Verstiandnis des Quantenrechners ist die Uberlagerung von Wellen-
funktionen ein essentielles Konzept. Hierbei betrachtet man die Uberlagerung
von mehreren Wellenfunktionen fiir die Beschreibung von einem Teilchen.
Uberlagert man die Wellenfunktionen von mehreren Teilchen kohérent
spricht man von Verschrinkung. In einem solchen Fall ist die Manipulation
von einem der beiden verschrénkten Teilchen untrennbar mit der Manipu-
lation des anderen Teilchens verkniipft. Hierin liegt der Vorteil bei einem
Quantenrechner.

8.2.1 Quanteninterferenz von einem Teilchen

Die Beschreibung von Teilchen durch Wellenfunktionen ¥ und die Beschrei-
bung einer Messung von Teilchen als einen statistischen Prozess, der nur noch
durch eine Wahrscheinlichkeit W2 fiir eine bestimmtes Ergebnis gegeben ist,
hat fundamentale Konsequenzen.
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Betrachten wir einen Doppelspalt durch den Elektronen treten kénnen
und die auf einen dahinter liegenden Schirm fallen. Die Moglichkeit des Elek-
trons durch Spalt 1 zu treten beschreiben wir mit Wellenfunktion ¥; bzw.
mit U, fiir die Moglichkeit durch Spalt 2 zu treten. Falls es in dem Experi-
ment nicht festgelegt ist durch welchen Spalt das Elektron tritt, miissen die
Wellenfunktionen fiir beide gleich berechtigte Moglichkeiten addiert werden.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreffen des Elektron an einem bestimmten
Ort auf den Schirm ergibt demnach:

(W2 = [Wy + Wol? = W[ + Wy + W70, + U, T (8.1)

Abbildung 8.1: Doppelspaltexperiment.

Macht man den Ansatz einer Kugelwelle, die jeweils von dem Spalt aus-
geht, gemaf U, = 417 50 ergibt sich fiir die letzten beiden Terme:

A2 — —
WiWy + U 05 = — coskd (8.2)
r

mit d dem Abstand der Spalte untereinander. d.h. das beobachtete In-
terferenzmuster auf dem Schirm kommt durch die Uberlagerung der Wellen-
funktionen zustande. Wesentlich ist hierbei, dass die Information, welchen
Weg das Elektron genommen hat, nicht vorliegt. Ist allerdings festgelegt,
durch welchen Spalt das Elektron jeweils tritt, so gibt es fiir jedes Elektron
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ein eindeutiges Messergebnis. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreffen des
Elektron an einem bestimmten Ort auf den Schirm ergibt demnach:

OJ* = [0 [ + [0y (8.3)

Hier fehlen jetzt die gemischten Terme. Die Interferenz ist verschwunden!
Zusammenfassend lédsst sich sagen:

Quanteninterferenz tritt auf, falls keine Welcher-Weg-Information
vorliegt.

Um Welcher-Weg-Information zu erzeugen, gibt es mehrere
Moéglichkeiten. Beim Durchgang durch den Spalt wird ein Photon an dem
Elektron gestreut. Der Nachweis des gestreuten Photons in Koinzidenz mit
dem Auftreffen des Elektrons auf dem Schirm, legt fest durch welchen Spalt
das Elektron getreten ist. Im Experiment zeigt sich, dass in diesem Fall das
Interferenzmuster verschwindet. Dies soll in einer sehr einfachen Abschéatzung
gezeigt werden. Der Impuls des Photons ist p = hk = /\Ph’;on. Dieser Impuls

soll vollstandig auf das Elektron iibertragen werden. Der Impuls des Elek-
trons p sei gegeben durch:

= — 8.4

P=a (8.4)

Eine Anderung des Elektronenimpulses &ndert dessen deBroglie A, Wel-
lenldnge gemaf:

h
Ap= 50N (8.5)

e

d.h. durch den Impulsiibertrag vom Photon mit Ap = pppeton ergibt sich:

2
AN, = A

)\Photon

(8.6)

Um zu bestimmen durch welchen Spalt das Elektron gegangen ist, muss
Licht einer Wellenlénge benutzt werden, das mindestens den Abstand der
Spalte d raumlich auflésen kann. Diese Begrenzung bedeutet das A ppoton, min-
destens so grofl wie d oder kleiner sein mufl. Die Beugungsbedingung fiir das
erste Intensitdtsmaximum ist:

sin(a)d = A, (8.7)
daraus folgt
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1

AN, = sin®(a)d? (8.8)
)\Photon
wenn wir jetzt annehmen, dal Appoton = d ist so ergibt sich:
A, = sina), (8.9)

d.h. die Verschiebung in \. ist genauso grol wie die Lage des ersten
Maximums auf dem Schirm. Das Interferenzmuster verschwindet! Durch die
Verkniipfung von Ort und Impuls in der Unschérferelation hat jeder Mes-
sprozess demnach Einfluss auf den Ausgang des Experiments. Dieser Ein-
bezug des Beobachters auf den Ausgang eines Experimentes war wesentliche
Neuerung im Naturverstédndnis, da die Physik sich bislang als unbeteiligter,
objektiver Beobachter verstand.

Dies fithrt zu der Frage, ob nun der Messprozess die Quanteninterferenz
stort, oder ob die prinzipielle Abwesenheit von Welcher- Weg-Information das
Interferenzmuster verursacht. Diese Frage konnte erst in den letzten Jahren
beantwortet werden, da es gelungen ist Welche- Weg-Information zu generie-
ren ohne den Quantenzustand zu beeinflussen. Diese Experimente wurden
mit Photonen durchgefiihrt.

Um ein Photon beim Durchgang durch einen Spalt zu markieren, wird
ein \/4-Pliattchen verwendet, das linear polarisiertes Licht, je nach Orientie-
rung, in links- oder rechts-zirkular polarisiertes Licht umwandelt. Bei dieser
Markierung der Photonen, wird deren Quantenzustand nicht gedndert (siehe
Abb. 8.2).

Abbildung 8.2: \/4 Pliattchen markieren Photonen ohne deren Quanten-
zustand zu éndern.

L&aBt man nun Photonen durch einen Doppelspalt fallen, beobachtet man
dahinter ein Interferenzmuster. Bringt man hinter die beiden Spalte A\/4
Plédttchen an, die am Spalt 1 links-zirkular polarisiertes Licht und an Spalt 2
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rechts-zirkular polarisiertes Licht erzeugen, verschwindet das Interferenzmu-
ster, da jetzt der Durchgang des Lichts durch Spalt 1 und 2 wunterscheidbar
ist. Die Welcher-Weg-Information ist in dem Experiment enthalten, obwohl
ein einzelnes Photon jeweils nicht gemessen wird.

Bringt man hinter das Experiment einen linearen Polarisator an, der aus
links- und rechtszirkular polarisiertem Licht wieder linear polarisiertes Licht
macht, so wird die Markierung der Photonen, die beim Durchgang durch
Spalt 1 und 2 entstand, wieder geloscht und das Interferenzmuster taucht
wieder auf! Dies wird als Quantenradierer bezeichnet (siche Abb. 8.3).

M4
Abbildung 8.3: Die Welcher-Weg-Information wird durch A/4 Pldttchen
hinter den Spalten erzeugt und das Interferenzmuster verschwindet. Ein wei-

terer Linear-Polarisator (Quantenradierer) 16scht diese Markierung wieder
und das Interferenzmuster wird wieder sichtbar.

Pol.

8.2.2 Quanteninterferenz mehrere Teilchen, Ver-
schrinkung
Uberlagert man die Wellenfunktion von mehreren Teilchen kohérent spricht

man von einer Verschrinkung. In einem 2-Niveau-System hitte man 4
Moglichkeiten der Orientierung der Spins bzw. Zustédnde:
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v=ca )+ N+t +alld) (8.10)

mit komplexen Koeffizienten ¢; bis ¢4 die alle méglichen Kombinationen
dieser 4 Zustdnde und deren Haufigkeit kodieren. Der Einfachheit halber
betrachten wir einen Zustand, der nur durch zwei Kombinationen dargestellt
wird. Ein sogenannter Einstein Podolsky-Rosen EPR Zustand:
1

1
wzﬁmw \/5|¢¢> (8.11)

Ein solcher Zustand ldsst sich in einem nichtlinearen Kristall technisch
realisieren bei der ein Photon in zwei Photonen mit entgegengesetzter Pola-
risation umgewandelt werden. Nachdem diese beiden Photonen gleichzeitig
erzeugt werden, gehoren sie zu einem Quantenzustand und sind dadurch ver-
schriankt. Allerdings wird in dem Erzeugungsprozess jeweils links- und rechts
zirkulares Licht erzeugt, es ist aber nicht vorgegeben welches der beiden
Photonen nun rechts oder links zirkular polarisiert ist. D.h. der Zustand ist
unbestimmt und muss mit der Wellenfunktion oben beschrieben werden.

Diese beiden Photonen lassen sich nun rédumlich trennen und zum Bei-
spiel in unterschiedliche Richtungen aussenden. Am Ort des Detektors A
misst man jetzt die Polarisation des Photons. Misst man dort z.B. eine
linkshéndige Polarisation muss die Polarisation des anderen Photons an dem
anderen Ort B automatisch rechtshéndig sein. Diese Auswahl der Handigkeit
an dem Ort B geschieht erst durch die Messung am Ort A. Dies erscheint als
merkwiirdige Fernwirkung und scheint dem Postulat zu widersprechen, dass
die Ausbreitung von Information nicht schneller als die Lichtgeschwindig-
keit sein kann. Man bezeichnet dies als EPR-Paradoxon. Dieses Paradoxon
ldsst sich auflosen, da bei dieser Fernwirkung keine Information iibertragen
wurde: man kann immer nur eine der beiden Polarisationen messen, das Er-
gebnis dieser Messung aber nicht von im vor hinein festlegen, was fiir eine
Informationsiibertragung notwendig wire.

Bei der Betrachtung des EPR Paradoxons gibt es die Vermutung, dass es
verborgene Parameter geben koénnte, die zum Beispiel festlegen welche Po-
larisation bei der FErzeugung der beiden Photonen entstehen muss, so dass
man spater auch nur bestimmte Kombinationen messen kann. Man konnte
zeigen, dass es diese verborgenen Parameter nicht gibt, sondern die Fallun-
terscheidung erst durch die Messung der Photonen entsteht. Dies konnte mit
Experimenten nachgewiesen werden, in denen untersucht wurde ob Photonen
in der Uberlagerung Interferenz erzeugen kénnen je nachdem ob welcher Weg
Information vorlag oder nicht.
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A o
——<\®\ L <\f\

OrtA |00) +]11) Ort B
rotes Teilchen / \blmjes Teilchen
|00) +]11) |[00) +]11)
Me_ssun_g erzeygt Dann muss blaues
hier eine 0 fir Teilchen instantan auch 0 sein

Das rote Teilchen

Abbildung 8.4: EPR Prozess durch verschrankten Photonen

Eine weitere Variante zur Uberpriifung dieser Fernwirkung lisst sich wie-
der mit verschrankten Photonen realisiren bei denen man das Erzeugen und
Vernichten von Welcher-Weg-Information explizit kontrolliert. Zunéchst wird
wieder ein verschrinktes Photonenpaar durch einen Laserpuls in einem nicht-
linearen Prozess in einem Kristall erzeugt. Die Photonen sind jeweils senk-
recht zueinander polarisiert (im folgenden als parallel und senkrecht bezeich-
net) und verlassen den Kristall in unterschiedliche Richtungen (siche Abb.
8.4).

Obwohl sie sich nach einiger Zeit an unterschiedlichen Orten befinden,
so werden sie immer noch durch eine Wellenfunktion beschrieben, d.h. sie
bleiben verschriankt: Misst man am Ort des Photons 1 eine senkrechte Po-
larisation, so bedeutet dies automatisch, dass die Polarisation des Photon 2
parallel ist. Vor der Messung des Photons 1 ist dessen Polarisation senkrecht
oder parallel. Nach der Messung von Photon 1, kollabiert die Wellenfunkti-
on und das Photon 1 ist z.B. eindeutig senkrecht polarisiert und das Photon
2 ist eindeutig parallel polarisiert. D.h. obwohl die Messung nur am Ort des
Photon 1 durchgefiihrt wurde, wird dennoch zusétzlich der Zustand des Pho-
ton 2 festgelegt.

Ein verschrinktes Photonenpaar wird in einem Doppelspaltexperiment
genutzt, wobei das eine Photon durch einen Doppelspalt 1auft, dessen Spalte
mit A/4 Pliattchen markiert sind (Photon 2), wihrend das andere Photon
durch einen linearen Polarisator auf einen Detektor féllt (Photon 1), wie in
Abb. 8.5 skizziert.
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V]

Koinzidenz

Abbildung 8.5: Quanteninterferenz. Das Interferenzmuster in Zweig 2 wird
durch die Messung der Polarisation des verschriankten Photons in Zweig 1
bestimmt.

Die beiden Photonen werden in einer Koinzidenz-Messung nachgewiesen.
D.h. misst der Detektor 1 ein Signal, so ist das Photon 1 parallel polarisiert
und demnach muf das Photon 2 senkrecht polarisiert sein. Dieses Photon 2
fallt durch den markierten Doppelspalt und das Interferenzmuster ist nicht
sichtbar. Falls der Polarisator fiir Photon 1 allerdings unter 45° orientiert ist,
misst der Detektor 1 immer ein Signal egal ob das Photon 1 senkrecht oder
parallel polarisiert ist (siche Abb. 8.6).

Abbildung 8.6: Steht der lineare Polarisator bei 45° so werden die parallel
und senkrechte Polarisation gleich wahrscheinlich nachgewiesen.

Demnach ist die Polarisation des Photons 2 durch die Messung des Photon
1 nicht bekannt. Damit wird auch die Markierung mit den \/4 Pldttchen
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vernichtet, da je nach Polarisation des einfallenden Photons die A/4 Plittchen
am Doppelspalt einmal rechts- und linkszirkular polarisiertes bzw. links- und
rechtszirkular polarisiertes Licht erzeugt (siehe Abb. 8.7). Die Welcher-Weg-
Information ist geloscht und das Interferenzmuster taucht wieder auf.

Abbildung 8.7: Ist die Polarisation des einfallenden Photons unbestimmt,
so erzeugen die \/4 Plédttchen hinter dem Doppelspalt einmal links- und
rechtszirkular bzw. rechts- und linkszirkular polarisiertes Licht.
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klassische IT Quantenrechner
Ubertragung Bits, Solitonen verschriankte Zustidnde
Rechnen Takt des Prozessors | Parallelisierung durch
bestimmt Rechenge- | gleichzeitiges Rechnen mit
schwindigkeit iiberlagerten Zusténden
Sicherheit Verschliisselung No-Cloning Theorem,
inhédrent sicher

Tabelle 8.1: Vergleich klassisches Rechnen vs. Quantenrechnen

8.3 Quantenrechner

8.3.1 Allgemeines
Ubertragung und Verarbeitung von Information

Die Ubertragung und Verarbeitung von Information in einem Quantenrech-
ner lasst sich gut in Tabelle 8.1 illustrieren. Insbesondere durch das inhérente
parallele rechnen, kann ein Quantencomputer sehr viel schneller als ein kon-
ventioneller Computer sein. Desweiteren zerstort die Messung immer den
Quantenzustand, d.h. die Wellenfunktion kollabiert. Dadurch sind Quan-
tenverfahren auch inhérent abhorsicher, da ein Spion zwischen Sender und
Empfinger immer die Nachricht unweigerlich verandert. Daraus lésst sich so-
fort die Nicht-Kopierbarkeit eines Quantenzustands ableiten, das No-Cloning
Theorem.

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Ein Quantenrechner kann immer nur mit Wahrscheinlichkeiten rechnen. D.h.
der Ausgang einer Berechnung ist immer nur die Wahrscheinlichkeit fiir ein
bestimmtes Ergebnis. Damit kénnen nur bestimmte Arten von Problemen
gut mit einem Quantenrechner behandelt werden, die folgende Eigenschaft
haben:

Fiir Quantenrechner eignen sich Probleme, die schwierig zu losen
sind, beir denen aber die Uberpriifung der Lisung einfach ist.

Ein typisches Beispiel ist das Problem des ” Traveling Salesman” bei der
die Route zwischen zwei Punkten A und B optimiert werden muss. Ein Quan-
tenrechner versucht in einem Algorithmus alle moglichen Wege gleichzeitig
zu priifen. Die Uberpriifung der Losungen, ob es wirklich ein Weg zwischen A
und B ist, ist dagegen sehr einfach. Ein weiteres Beispiel ist die Primzahlzerle-
gung, wie sie fiir die Verschliisselung wichtig ist. So basiert der RSA Schliissel
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auf der Zerlegung einer groflen Zahl N in das Produkt von zwei Primzah-
len p und ¢. Damit bekommt man einen 6ffentlichen Schliissel N = pg und
einen weiteren offentlichen Schliissel e fiir die Codierung der Nachricht. Diese
beiden offentlichen Schliissel werden in einer Art Telefonbuch abgelegt und
jeder der eine Nachricht zuschicken mochte verschliisselt die Information nach
folgender Formel:

Nachricht = Information® mod N (8.12)

Benutzen wir zum Beispiel N=14 und e = 5 als 6ffentliche Schliissel und
wollen die Nachricht 2 verschliisseln (z.B. B als 2. Buchstabe im Alphabet),
so erhalten wir

4=12" mod 14 (8.13)

Durch die Modulofunktion mod lésst sich diese Berechnungsvorschrift
nicht leicht umdrehen. N wére 14 und die Chiffrierzahl 5 (e fir encypher).
Man selber bekommt die Nachricht 4 {ibermittelt und kann daraus nach
folgender Formel die unverschliisselte Nachricht 2 berechnen geméaf:

Information = Nachricht® mod N (8.14)

bzw.

2=4" mod 14 =2 (8.15)

Hierbei wire d = 11 mein geheimer Schliissel den ich benotige um die
Zahl zu dechiffrieren. Dieser geheime Schliissel berechnet sich aus den beiden
Primzahlen nach:

O(N)=(p—-1(g-1) (8.16)
und
de mod ®(N) =1 (8.17)

Ein Angreifer miisste jetzt alle moglichen Zahlen d (d fiir decipher) pro-
bieren um die Nachricht zu dechiffrieren, oder die Zahl N in seine Primzahlen
zerlegen. Aus diesem Grund wéhlt man beide Zahlen sehr grofi.

paralleles Rechnen

Ein Quantenrechner berechnet alle méglichen Uberlagerungen der Eingangs-
zustdnde gleichzeitig. Betrachten wir zum Beispiel die Zahlen 0 bis 7 was
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einer 3 bit Zahl entspricht. Ein klassischer Rechner miisste alle Zustdnde ein-
zeln darstellen und nacheinander bewerten. Ein Quantencomputer erzeugt
einen einzigen Zustand in dem alle Uberlagerungen existieren:

W o= o M) 4 oo [U) + s [ + ea [ 1)
e [ + 6 1) + e [ + cs ) (8.18)

D.h. in einem einzigen Rechenschritt werden alle Zustdnde bewertet.

Notwendige Rechenoperationen

Fiir die Implementation eines Quantencomputer geniigend zwei Arten von
Operation, dem NOT und dem ¢cNOT. Das NOT ist eine Invertierung eines
qBits, das durch die Anwendung einer Matrix veranschaulicht werden kann:

-l e

Bei einer cNOT Operation wird ein qBit invertiert unter der Bedingung,
dass ein zweites Bit eine bestimmte Eigenschaft hat, controlled NOT. Auch
dies lésst sich durch eine Matrix beschreiben. Die ersten beiden Zeilen der
unitdren Matrix beschrieben das Kontrollbit, die letzten beiden das Bit auf
die die NOT Transformation angewendet wird.

(8.20)

|
s

|00) — ]00)
|01) — |01)
[10) — |11)
[11) — |10)

Rechnen ohne Beeinflussung der Wellenfunktion

Beim Rechnen mit Quantenzustdnden ist es wichtig, dass dieser Zustand
erhalten bleibt und durch die Rechnung nicht modifiziert wird. D.h. eine ex-
plizite Bestimmung des Zustandes darf nur am Ende der Rechnung erfolgen.
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Bei allen Zwischenschritten diirfen die qBits manipuliert werden ohne deren
Information auszulesen. So wird zum Beisiel bei einer NOT Operation ein
Bit |1) in [{) sowie ein Bit |]) in |1) umgewandelt. Bei dieser Umwandlung
wird die Eigenschaft des Bits nicht ausgelesen.

8.3.2 Quanten-Bits (QBits) und Quanten-Register

Die kleinste Informationseinheit bei einem Quantenrechner ist das qBit. Dies
ist in Abb 8.8 veranschaulicht. Ein klassisches Bit unterscheidet nur zwi-
schen 0 und 1. Ein Wahrscheinlichkeitsbit (probability bit, pBit) beschreibt
eine Wahrscheinlichkeit zwischen dem Ergebnis 0 bzw. 1. Ein gbit ldsst sich
als Vektor mit dem Endpunkt auf einer Kugeloberfliche darstellen. Die Pro-
jektion diese Vektors auf die z-Aches erzeugt die Wahrscheinlichkeit entweder
0 oder 1 zu messen. In dieser 3d Darstellung besitzt ein qBit auch immer eine
Phase. Diese wire fiir ein einzelnes ¢Bit unerheblich, da man immer nur die
Linge und die Projektion auf die z-Achse messen kann. Bei der Uberlagerung
von 2 gBits hingegen ist die Phaseninformation wichtig.

$|1> $|1> /_"‘-—IH

Cl|0_>+cz|1>

al0)y+b|1)

’ .

0
?' : ®. +|o>

Bit pBit gBit

Abbildung 8.8: Bit, pBit, und gBit.

Ein einzelnes qBit mit seiner Phase  lésst sich wie folgt schreiben:

[v) = cos/2|1) + e sind/2]) (8.21)

Ein Quantenregister ist jetzt die Uberlagerung von mehreren qBits. Bei
dieser Uberlagerung werden die einzelnen Phasen der qBits wichtig. Betrach-

261 © A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum



KAPITEL 8. QUANTENINFORMATION 8.3. QUANTENRECHNER

ten wir dazu eine einfache Uberlagerung aus 2 Bits (siche Abb. 8.9), die
jeweils in einem einfachen Zustand vorliegen sollen:

[¥) = 1) + ez lb) = ae™ [1) + aze’™ |1) (8.22)

Betrachten wir jetzt den Erwartungswert fiir den Spin in x-Richtung be-
kommen wir:

(W] sz [¥) = i (T sz 1) + &5 (U sa ) + ez (T sa [4) + a3 (U 5o [1)(8.23)

hierbei ist cjcy = ajase’?17%)  Fiir kurze Zeiten ist die Phase dieser In-
terferenzterme genau definiert. Fiir lingere Zeiten verschwindet die Phase
langsam der Zustand wird dekohérent, weil die einzelnen Phasen 6; und 6,
durch die Wechselwirkung mit der Umgebung leicht schwanken. Im Falle
dieser Dekohédrenz bekommt man nur noch:

(W52 ) = (P52 [1) + e (U sa [ (8.24)

was dem klassischen Ergebnis entspricht.

ED

Abbildung 8.9: 2 ¢Bits und ihre Phasenlage.
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8.3.3 Rechenoperationen eines Quantenrechners

Bei dem Rechnen eines Quantenrechners kann man den Vorgang als die kon-
tinuierliche Manipulation eines Quantenregisters mit NOT und ¢cNOT Ope-
ration verstehen, wie in Abb. 8.10 verdeutlicht ist. Hier wird zunéchst ein
verschrankter Zustand im Eingangskanal prépariert. Nachfolgend entwickelt
sich dieser Zustand in der Zeit und wird wahrenddessen nachfolgenden ma-
nipuliert. Diese Manipulation wird in der Praxis durch getaktete Laserpulse
oder Magnetfelder realisiert. Bei diesen Manipulationen diirfen die qBits sel-
ber nicht ausgelesen werden, um die Kohérenz des Zustandes nicht zu storen.
Erst am Ende der Rechnung werden die qBits ausgelesen und die Wellenfunk-
tion kollabiert.

[0) |NOTFH|1): » 1)

1) ——————— e > 1)
cNOT | = ——— . . —

[0y ———— H11) F11) —NOT[H|0)—>0)
"""" cNOT |

1) 10) »0)

Abbildung 8.10: Quantenrechner.

Bei der Entwicklung der Quantenrechner gab es mehrere Meilensteine.

e 1996 Der Shor-Algorithmus zeigte zum ersten Mal, dass es fiir die Auf-
gabe der Primzahlzerlegung einen Quantenalgorithmus gibt, der schnel-
ler als ein herkémmlicher Computer funktioniert. Betrachtet man zum
Beispiel eine Zahl die in 1000 Bits codiert ist (2% ist eine Zahl mit 300
Stellen), so benétigt ein klassischen Rechner ca. 10** Schritte fiir die
Primzahlzerlegung. Dies entspricht einer Rechenzeit von 100000 Jahre
bei einer Taktrate von 1000 GHz. In einem Quantencomputer benotigt
man nur 10'%-Schritte was im Vergleich zu einem klassischen Rechner
weniger als eine Sekunde Rechenzeit benotigt.

e 2002 Faktorisieren der Zahl 15 in 5 und 3
e 2005 Realisierung des ersten Quantenbytes in einer lonenfalle

e 2008 Einfiihrung des ersten kommerziellen Quantencomputers DWave.
Hierbei werden allerdings nicht verschréinkte Zusténde benutzt, sondern
die Schaltkreise bestehen aus supraleitenden Schleifen und nicht aus
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klassischen MOSFET Transistoren. Bislang ist auch noch kein Nach-
weis gelungen, dass ein solcher Computer, der nach der Methode des
Quantum-Annealing arbeitet, einem klassischen Computer iiberlegen
ware.

e 2011 Faktorisierung von 143 in 11 und 13

8.3.4 Fehlerkorrektur

Ein Quantenrechner rechnet zum einen mit Wahrscheinlichkeiten, zum ande-
ren basiert er auf der Langlebigkeit und der Kohérenz von verschrinkten
Zusténden. Jegliche Storung durch die Umgebung kann diese Kohérenz
zerstoren, weshalb starke Kiihlung der Quantenrechner notwendig ist. Zu-
dem werden Fehlerkorrekturmechanismen entwickelt, um das unbeabsichtigte
Umklappen eines qBits zu erkennen. Nachdem das Auslesen eines einzelnen
qBits nicht zulissig ist, verwendet man fiir die Fehlerkorrektur den Vergleich
zweier benachbarter Quantenbits. Nehmen wir zundchst an, dass ein qBit in
folgendem Zustand vorliegt:

ald) +51) (8.25)

Durch eine Storung klappt dieser Zustand um in:

alt)+b4) (8.26)

Dieser Fehler lidsst sich detektieren, wenn man diesen Zustand mit zwei
weiteren qBits vergleicht. Jetzt entspricht der ungestorte Fall

a M) + b L) (8.27)

Findet jetzt eine Storung des ersten qBits statt, so erhélt man:

alU1) + b 1) (8.28)

Durch Vergleiche der benachbarten gBit Paare lédsst sich herausfinden, ob
diese Storung stattgefunden hat ohne die einzelnen qBits selber auszulesen,
was die Kohérenz zerstoren wiirde. In einem ersten Schritt iiberpriift man,
ob die ersten beiden qBits entgegen einander gerichtet sind:

al 41D+ 1L b (8.29)
1.Test 1.Test

Dann priift man ob die qBits zwei und drei in die gleiche Richtung zeigen:
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System QBit QBit-

Manipulationen
Ionenfallen 2-Niveau Systeme Laser, Mikrowellen
Spinsysteme NMR, SQUIDS Magnetfelder
Optik Photonenpaare Strahlteiler

Tabelle 8.2: Systeme, die fiir Quantenrechner genutzt werden

ald 1) +bt L) (8.30)
~— ~—
2.Test 2.Test

Ergeben die beiden Tests jeweils ein positives Ergebnis, weifl man, dass
das erste qBit durch eine Storung umgedreht wurde.

8.4 Implementierungen eines Quantenrech-
ners

Fiir die Realisierung eines Quantenrechner existieren mehrere konkurrieren-
de Systeme. Dies sind zum einen Atome oder Ionen, die gekiihlt werden und
in einen langlebigen angeregten Zustand iiberfithrt werden kénnen. Dies ent-
spricht dem ¢Bit. Die Manipulation dieser qBits erfolgt durch Laserpulse.
In Festkorpersystemen benutzt man 2-Niveau Systeme wie Kernspins, aber
auch Ringstrome in supraleitenden Schleifen, die jeweils durch Magnetfelder
ausgelesen werden konnen. Schlieflich existieren noch Quantenrechner auf
der Basis von Photonen, die iiber Elemente der nichtlinearen Optik, bzw.
Strahlteiler zu verschriankten Zustédnden kombiniert werden konnen. Dies ist
schematisch in Tabelle 8.2 illustriert.
Ein Quantenrechner muss mehrere Kriterien erfiillen:

e Die Speicherung des Quantenzustandes muss langlebig sein, um die not-
wendigen Quantenmanipulationen fiir die Berechnung zu ermdoglichen.
Zeitspannen sind typischerweise Tage.

e Die Wellenfunktion muss gegen duflere Storungen isoliert werden. Dies
bedingt eine gute Kiihlung des Systems. D.h. die Ankopplung an das
Wirmebad der Umgebung muss reduziert werden.

e Auslesen der qBits muss moglich sein. Dies geschieht i.d.R. durch La-
serpulse.
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e Die zwei einfachsten Gatter NOT und ¢cNOT miissen implementierbar
sein.

e Die Fehlerrate muss moglichst gering sein < 1%.

Die technische Umsetzung dieser Kriterien soll im folgenden am Beispiel
von Ionen in einer Falle illustriert werden. Hierbei werden gBits in Form von
Ionen in einem Grundzustand |g) bzw. einem angeregten Zustand |e) gespei-
chert, die durch eine Energie hw getrennt sind. Die Kopplung der einzelnen
gBits untereinander wird durch Schwingungen der Ionen innerhalb des ein-
schliefenden Potentials realisiert. Diese Grundschwingung kann mit Schwin-
gungsquanten besetzt sein, bzw. nicht. Diese Schwingung bzw. ”center of
mass motion” bezeichnet man mit dem Zustand |0}, fir keine Schwingung
bei der Frequenz v und |1)_ . fiir die Anregung einer Mode. Dies ist in Abb.
8.11 illustriert.

Abbildung 8.11: 8 Byte QBit als Ionenfalle. Blau symbolisiert Grundzu-
stand, Rot der angeregte Zustand

Aus der Verschrinkung der Anregung der Ionen und der Schwingung der
Ionenkette lassen sich qBits mit Eigenschaften |g)|0),,., |€)[0).,., |9) 1),
le) |1),,. erzeugen. Die Zusténde |g) und |e) beziehen sich auf eine einzelnes
Ion in dieser Kette. Strahlt man zum Beispiel einen Laserpuls mit der Fre-
quenz w — v auf das ion mit Index n, so lasst sich ein Zustand |e), |0) dieses
n-ten Ions in einen Zustand |g), |1) umwandeln. D.h. die Abregung des n-
ten lons wird auf die Schwingung der Kette iibertragen, jetzt lasst sich mit
einem zweiten Laserpulse w — v ein zweites Ion m in den Zustand |e), |0). .
iiberfiihren.
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Anhang A

Fragenkatalog

A.1 Kapitel 1:

Entwicklung der Atomvorstellung

Was ist die atomare Masseneinheit und wie wird sie bestimmt ?
Beschreiben sie den Millikan-Versuch

Was ist der Unterschied zwischen totalem und differentiellen Wirkungs-
querschnitt ?

Wie ist die Verkniipfung zwischen Streuexperiment und Wechselwir-
kungspotential 7

Wie skaliert die Rutherford-Streuformel mit der Energie des Projektils
und dem Streuwinkel ?

Wie unterscheidet sich bei der Streuung das Laborsystem vom Schwer-
punktsystem 7

A.2 Kapitel 2:

Entwicklung der Quantenphysik
Was ist das Raleigh-Jeans-Gesetz und wie wird es abgeleitet ?
Wie wird das Planck’sche Strahlungsgesetz abgeleitet ?

Was ist das Stefan-Boltzmann Gesetz?

Erklaren sie den Photoeffekt. Was ist die Austrittsarbeit 7
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A.3. KAPITEL 3:

ANHANG A. FRAGENKATALOG QUANTENMECHANIK

Was ist der Comptoneffekt 7 Warum ist die Streuung an ”freien” Elek-
tronen wichtig ?

Was ist die deBroglie Wellenlédnge ?
Was sind Materiewellen ?

Wie verkniipfen sich Materiewellen und der Ausgang eines physikali-
schen Experiments 7

Wias ist die Heisenberg’sche Unschérferelation 7

Wie ist das Bohr’sche Atommodell aufgebaut. Wie entsteht die Quan-
tisierungsbedingung ?

Wie ergibt sich aus dem Bohr’schen Atommodell die Linienemission ?

Was ist das Korrespondenzprinzip 7

A.3 Kapitel 3:

Quantenmechanik

Was ist die Schrodingergleichung?
Welche Randbedingung miissen fiir die Wellenfunktionen erfiillt sein 7
Was ist der Tunneleffekt und wo tritt er auf ?

Wie skalieren die Energiezustéinde im Rechteckpotential und im para-
bolischen Potentialtopf ?

Definieren sie die Begriffe, Operator, Erwartungswert, Messwert, Ei-
genwert und Eigenfunktion 7

Was bezeichnet die Aussage, dafl zwei Operatoren kommutieren ?
Was sind die Quantisierungsbedingungen fiir den Drehimpuls 7

Warum folgen beim harmonischen Oszillator die symmetrische und
asymmetrische Wellenfunktion immer aufeinander mit zunehmender
Quantenzahl n?
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A.4. KAPITEL 4:

ANHANG A. FRAGENKATALOG H-ATOM

A.4 Kapitel 4:

H-Atom

Was ist Entartung und wie grof ist sie ?

Was sind die Quantenzahlen, die die Wellenfunktion des Elektrons im
Wasserstoffatom beschrieben ?

Was ist der normale Zeeman-Effekt ?

Wie ist der Wertebereich der Quantenzahlen n, 1, m untereinander ver-
kniipft?

Was ist der Stern-Gerlach Versuch 7
Wie wird der Spin des Elektrons theoretisch abgeleitet ?

Was ist die Feinstrukturaufspaltung ? Wie skaliert sie mit Kernladungs-
zahl, Hauptquantenzahl und Drehimpuls?

Was ist der anomale Zeeman-Effekt? Warum benotigt man fiir das ma-
gnetische Moment des Gesamtspins eine Mittelung ?

Wie kénnen Bahndrehimpuls und Elektronenspin zu einem Gesamtdre-
himpuls koppeln. Wann ist diese Kopplung giiltig ?

Was ist die Hyperfeinwechselwirkung ?

Was ist die Lamb-Verschiebung, und wie mifit man diese ?

A.5 Kapitel 5:

Mehrelektronenatome

Was ist das Pauli-Prinzip ?

Was sind Fermionen und Bosonen und wie ist die Symmetrie der zu-
gehorigen Wellenfunktionen ?

Wie koppeln die Drehimpulse der Elektronen untereinander ? Wann
gilt welche Art der Kopplung und warum ?

Was sind die Hund’schen Regeln 7

Wie ist das Periodensystem aufgebaut ?
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A.6. KAPITEL 6:

ANHANG A. FRAGENKATALOG EMISSION/ABSORPTION

e Erkldren sie anschaulich die Lage der Energieniveaus in den Alkali-

Atomen 7

A.6 Kapitel 6:

Emission/Absorption

Was sind die Einstein-Koeffizienten ?

Was ist ein Dipolmatrixelement 7 Wie ergeben sich daraus die Aus-
wahlregeln 7

Wie entsteht Rontgenstrahlung 7

Wie ist die spektral Form der Absorption von Rontgenstrahlung in
Materie ?

Wie funktioniert ein Laser 7 Warum benétigt man Besetzungsinversion
N

Was sind Resonator-Moden und wie selektiert man sie 7

Wie funktioniert ein He-Ne-Laser ?

A.7 Kapitel 7:

Molekiile

Wie entsteht der bindende und nicht-bindende Zustand im Hy Ton ?
Wie ist die energetische Abfolge der Ein-Elektronen-Wellenfunktion ?
Welche Beitrédge zu einer chemischen Bindung gibt es?

Wie ist die Entartung von Molekiil-Orbitalen 7

Weas ist der Starkeffekt ?

Wie funktioniert die  Fourier-Transform-Spektroksopie/Raman-
Spektroskopie ?

Was sind der P- Q- und R-Zweig Schwingungs-Rotations-Ubergéingen?

Wie sind die Auswahlregeln fiir Rotations-Vibrationsiibergéinge?
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A.7. KAPITEL 7:
ANHANG A. FRAGENKATALOG MOLEKULE

Wann ist eine Schwingung IR-aktiv 7

Was ist ein Franck-Condon-Ubergang?

Wie entstehen typische Bindungswinkel in Molekiilen 7

Wie entsteht Hybridisierung ?
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Anhang B

Formelsammlung

diff. Wirkungsquerschnitt do — b _db

reduzierte Masse p= e

) 2

Rutherford-Streuung do =1 ( 4;5(?/%%) @
Planck’sches Strahlungsgesetz wydy = 8’;’ : ) k%i; —1dV
Stefan-Boltzmann-Gesetz P=0oT*Wm™2 o=5.67-10"%Wm 2K
Photo-Effekt Eyin = hv — ®y4

deBroglie Wellenlénge A= % = V#ﬁ
Heisenberg’sche Unschérferelation AxAp > h

Energieniveau im Bohr’schen Atommodell E, = —Ryi—i = —13.66\/5—22
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ANHANG B. FORMELSAMMLUNG

Linienstrahlung im Bohr’schen Atommodell

stationdre Schrodinger-Gleichung

zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

fiir hohe
Rechteckstufe.

Tunnelwahrscheinlichkeit
(Ep) bzw. breite (a)

iov = 3/2m(E — Ey)

Energieniveaus im Kastenpotential der Brei-
te a

Energieniveaus harmonischer Oszillator
Impulsoperator

Drehimpulsoperator

Operator fiir kinetische Energie

Erwartungswert einer Observablen A

Erwartungswert L? in kugelsymmetrischen
Problemen

Erwartungswert L, in kugelsymmetrischen
Problemen

Kommutator

Bereich magnetische Drehimpulsquantenzahl
my

Bereich Drehimpulsquantenzahl [

hv = RyZ? (n—lg — n%) n; < N
i k
2
— AV + B,y U = BV
— AV + B,y U = ih%!

T =164 (Ey — E)e 2
0

E, =nE, B =L
E:hw(n+%)
p=—ihV

L=—ih(FxV)

(A) = [U*AUdy

L2 = R2(1+1)T
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1s Wellenfunktion H Atom

Entartung pro Hauptquantenzahl n inkl.
Spin

Bohr’sches Magneton g,

Feinstrukturaufspaltung ohne rel. Massenzu-
nahme

Feinstrukturaufspaltung mit rel. Massenzu-
nahme

Termschema Atome

g-Faktor anomaler Zeeman-Effekt, Lande-
Faktor

Auswahlregeln Dipolstrahlung

Termschema Molekiile

As=10

\/LE <%>3/2 e i

2n?

KB %

AE = _Ennzz(jfl) X ni’g?lo-fl)
AE = 1E, 7% ({1 - &)
P25+

g = 1+ j(j+1)j;;((;ill))—l(l+1)
Al=+1 Am=0,+1
2N
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Anhang C

Konstanten

Avogadro-Konstante
Elementarladung

Masse Elektron

Masse Proton

Planck’sches Wirkungsquantum
Rydberg-Energie

Bohr’scher Radius

Bohr’sches Magneton

Sommerfeld’sche  Feinstruktur-
konstante

g-Faktor Elektron

gyromagnetisches Verhéltnis Pro-
ton

Na

ap

KB

8s

Tp
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6.022 - 10%mol !

1.60217733 - 10729C
9.109387 - 10~3'kg

1.6726231 - 10~2"kg
6.6260755 - 10734Js

13.6eV

5.2917 - 10~ 'm

9.274015 - 10~24JT~!

poce® _ 7 997353 . 103 ~ L

2.0023

2.675-10%s71T~!
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' p-Orbital, 214
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K-Kante, 196 Periode, 168
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Kernmagneton, 129 pump-probe Experimente, 205
komplementér, 56 Quantenzahl
Konstante Drehimpuls, 84
Avogardo, 9 Haupt, 98
Kopplung magnetisch, 83
LS, 157 Quantisierungsachse, 89
Korrespondenzprinzip, 60
kovalent, 225 Rontgenbeugung, 13
Rontgenstrahlung
Lamb-Verschiebung, 132 charakteristisch, 193
Laserbedingung, 199 Raleigh-Streuung, 240
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Masse stationér, 66
molare, 9 zeitabhingig, 66
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Heitler-London, 217 Sommerfeld’sche Feinstruktur-

Michelson-Interferometer, 237
Modell
Rutherford, 26
Thomson, 26
Mol, 9
Morse-Potential, 232

Nullpunktsenergie, 81

Operator
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spektrale Energiedichte, 31
spektrale Strahlungsdichte, 32
Spin, 112
Starkeffekt

linear, 213

quadratisch, 213
Statistik

Bose-Einstein, 144
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INDEX

Fermi-Dirac, 145
Stoflintegral, 24
StoBparameter, 20
Strahlen

Kanal, 16

Kathoden, 16
Streuung

Rutherford, 25
Suprafluiditat, 148
Supraleitung, 148
Symmetriebrechung, 101
Synchroton-Strahlung, 196

Tunneleffekt, 70

Valenzelektronen, 224
van-der-Waals Wechselwirkung, 227
Versuch

Millikan, 17

Stern-Gerlach, 111

Wellenfunktion
anti-symmetrisch, 142
symmetrisch, 142

Wellenpaket, 49

Wirkungsquerschnitt
differentiell, 24
total, 15

Zustand
Singulett, 152
Triplett, 152
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