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Vorwort

Diese Notizen sind aus der Vorlesung ”Schichtdiagnostik in der Plasma-
technik” im Wintersemester 2005/06 entstanden. Als Grundlagen wurden die
Biicher I. Herman (Optical thin film diagnostics), Azzam Bashara (Ellipso-
metry and Polarized Light). Diese Notizen sollen und kénnen natiirlich diese
Biicher nicht ersetzen und verstehen sich als Ergédnzung.
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Kapitel 1

Einleitung

In der Plasmatechnik ist die Synthese diinner Filme oftmals Ziel der Plas-
maprozesse. Durch die Dissoziation eines Ausgangsgases werden Radikale,
Ionen und neue Neutralteilchen gebildet, die beim Auftreffen auf eine Ober-
flache zur Synthese eines Filmes fithren. Nachdem die Dissoziation durch
Elektronen-stofl-induzierte Reaktionen in der Gasphase erfolgt ist die Aus-
wahl und Temperatur des Substrates von untergeordneter Bedeutung. Die
Materialien, die dabei entstehen sind in der Regel amorphe Materialien, da
die Mobilitdt der Wachstumsspezies auf den Oberflichen gering ist. Nur in
einigen Spezialfillen werden auch kristalline Materialien hergestellt, die in be-
sonderer Weise von der Chemie der Entladung abhéngen. Beispiel hierfiir ist
poly-kristallines-Silizium aus wasserstoff-verdiinnten Silanentladungen und
Titannitrid aus Magnetron-Plasmen.

Nachdem viele Materialien von amorpher Struktur sind ist die Analyse
der Materialqualitét in der Regel schwierig. Bei kristallinen Materialien lassen
sich Fehler im Kristall klar charakterisieren und identifizieren. Bei amorphen
Festkorpern ist die Bewertung der Eigenschaften oftmals nicht eindeutig, da
sdmtliche Signaturen, seien es optische Absorptionen oder Beugungsbilder
entweder nur spektral breite Banden oder nur verschwommene Abbildun-
gen ergeben. Falls sich in diesen amorphen Filmen doch kristalline Bereiche
bilden, sind diese nur schwer zu identifizieren.

Bei der Auswahl der passenden Diagnostik von plasma-deponierten Fil-
men ist der angestrebte Verwendungszweck mafigeblich. Hierbei haben opti-
sche Methoden eine Sonderstellung, da sie auch in situ wiahrend des Plasma-
prozesses eingesetzt werden konnen. Dies unterscheidet sie von den zahlrei-
chen Elektronenstrahl-gestiitzten Diagnostiken der Oberflichen und Grenz-
flachenphysik.

Viele der ex-situ Diagnostiken sind als kommerzielle Gerdte erhaltlich
zusammen mit einer dementsprechenden Auswertesoftware. Allerdings ist



die Bewertung der Ergebnisse und die prinzipielle Anwendbarkeit dieser
Analyse-Werkzeuge nicht a priori gegeben. So sind zum Beispiel kommer-
zielle Geréte zur Messung der Infrarotabsorption auf die chemische Analyse
von Fliissigkeiten in einer Kiivette ausgerichtet. Die Transmission diinner Fil-
me wird dort nicht korrekt ausgewertet, da Interferenzeffekte vernachlassigt
werden.

Die wesentlichen Methoden zur Bestimmung der unterschiedlichen Schich-
teigenschaften seien im folgenden kurz skizziert.

Optische Eigenschaften

Bei der Wechselwirkung von Photonen mit Materie koppelt das Licht mit
dem Dipolmoment der Atome in dem Material. Die Energie der Photonen
bestimmt welche Anregung in dem Festkorper erfolgen kann. Im infraroten
Spektralbereich werden typischerweise Schwingungen angeregt, die zu cha-
rakteristischen Absorptionsbanden in Transmission oder Reflektion fithren.
Dies setzt voraus, dafl die Atome ein statisches Dipolmoment besitzen. Bei
Streumethoden wie der Ramanspektroskopie kann man auch Festkorper un-
tersuchen, deren Atome nur ein dynamisches Dipolmoment besitzen.

Im sichtbaren Spektralbereich werden elektronische Uberginge detektiert,
die von entsprechenden Schwingungsanregungen iiberlagert sein konnen. Ei-
ne solche Messung kann polarisations-aufgelost erfolgen, wie bei der Ellip-
sometrie, oder unabhéngig vom Polarisationsgrad, wie bei der normalen
Transmissions- oder Reflektionsmessung.

Die Nachweistiefe dieser optischen Methoden ist von der Eindringtiefe des
Lichtes in dem Material abhéngig. In der Regel ist diese in der GroBenordnung
der Wellenlédnge. D.h. diese optischen Verfahren sind nicht Oberflachen spe-
zifisch. Erst nicht lineare Methoden wie die Erzeugung hohere harmonischer
bei der Reflektion erlaubt eine Separation des Signals der Oberfliiche von der
des Volumens.

Bei den optischen Methoden betrachtet man im einfachsten Fall diinne
Filme auf einem Substrat. Allerdings kann der Fall eintreten, daf§ Strukturen
in dem Film, sei es Einschliisse wie in Nanocompositen oder Staubteilchen
auf der Oberfliche, die Reflektion beeinflussen. Ist die Strukturgréfie sehr
viel kleiner als die Wellenlénge, so ”sieht die Lichtwelle” eine Mischung unter-
schiedlicher Materialien. Ist die Strukturgréfie von der Groie der Wellenlédnge
so tritt Streuung auf, die Mie-Streuung.



Mechanische Eigenschaften

Die mechanischen Eigenschaften spielen fiir die Plasma-Anwendungen in der
Oberflachenvergiitung eine herausragende Rolle. In vielen Félle soll die Harte
eines Werkstiickes erhoht werden, sei es ein Bohrer oder ein Ventilsitz. Die
Bewertung der Harte oder der Abbriebfestigkeit bestimmt das Einsatzgebiet
der Beschichtung.

Die Hérte selbst ist keine genau definierte physikalische Gréfle, im Gegen-
satz zum Elastizitdtsmodul. Demnach héangt die Bestimmung der Héarte von
der Wahl der Messmethode ab. Bei diesen Messmethoden wird ein Priitkérper
in das Material gedriickt und aus der Kraft-Weg-Kurve bei Belastung und
Entlastung auf die Hérte des Materials geschlossen. Dies muf} allerdings ver-
kniipft werden mit einer mikroskopischen Beobachtung des Abdrucks des
Priifkérpers in der Probe, um zum Beispiel nichtlinear Effekte wie Ri3bil-
dung etc. ausschlielen zu kénnen.

Weitere mechanische Eigenschaft ist die Spannung, sei es Zug- oder
Druckspannung, die in einer Schicht herrschen. Auch hierfiir existieren un-
terschiedlich Methoden, die zum Beispiel auf der Verbiegung des Substrates
beruhen, oder die Schallausbreitung in den Materialien detektieren.

Grenzflicheneigenschaften

Plasmabeschichtete Oberflachen stellen immer eine Grenzfliche zu der Um-
gebung in der speziellen Anwendung dar. Deshalb ist es wesentlich die-
se Grenzflicheneigenschaften zu bestimmen. Beispiel hierbei ist die Ober-
flachenenergie, die die Benetzbarkeit der Grenzflache bestimmt. M&chte man
in einer Anwendung eine hydrophile oder hydrophobe Eigenschaft erzeugen,
muf} das Ergebnis dieser Beschichtung bewertet werden. Hierfiir gibt es die
Tropfenmethode, bei der der sog. Kontaktwinkel vermessen wird, wobei ein
kleiner Kontaktwinkel einer guten Benetzbarkeit und ein grofier Kontaktwin-
kel einer schwachen Benetzbarkeit entspricht.

Ein weiteres Anwendungsfeld ist die Verwendung von Plasmaschichten
als Diffusionsbarrieren. Mit diesen kann eine Gasseparation stattfinden. Die
Permeation von Gasen durch Plasmaschichten héngt in entscheidendem Ma-
Be von den mikroskopischen Eigenschaften der Grenzflichen ab. Aus dem
Zeitverhalten der Diffusion in einer Permeationsmessung 1ét sich auf diese
Phéanomene schlielen.

SchlieBlich soll die Morphologie der Oberflichen bestimmt werden. Hierfiir
gibt es integrierende optische Verfahren, die eine raue Oberfliche abbilden
als eine Material geringerer Dichte, oder direkte Sondenverfahren, die ein
atomares Abbild der Oberfliche liefern.



Stochiometrie, Mikrostruktur

Als letzte Eigenschaften seien die Zusammensetzung und die Ordnung in den
Schichten zu nennen. Zur Bestimmung der Stochiometrie gibt es mehrere Me-
thoden der Elektronen-Spektroskopie wie XPS oder AES, die breiten Einsatz
finden. Quantitative Verfahren wie die Ionenstrahlanalyse sind ganz wesent-
lich fiir die Bestimmung der Stochiometrie. Allerdings sind diese Methoden
nicht gemeinhin zugénglich.

Fiir die Mikrostruktur von plasmadeponierten Filmen kann man zum
einen die Rontgenbeugung bemiihen. Diese funktioniert allerdings nur, wenn
die kristallinen Bereiche in dem Material grof§ genug sind, um die kohérente
Beugung zu erlauben. Oftmals hat man in der Plasmatechnik allerdings Na-
nocomposite, die nur mit einer lokalen Beugungsmethode zu detektieren sind.
Eine Methode der Wahl ist hierbei die Elektronenbeugung in sehr diinnen
Filmen. Die Praparation der Proben und die Auswertung dieser Daten ist
allerdings sehr aufwéndig und fehleranfillig.



Kapitel 2

Wechselwirkung von Licht mit
Materie

Im folgenden betrachten wir die Wechselwirkung von Licht mit Materie. Als
kurze Wiederholung betrachten wir erst die Wechselwirkung von Licht mit
Atomen bevor der allgemeine Fall der Absorption in Festkorpern diskutiert
wird.

2.1 Wechselwirkung von Licht mit Atomen

2.1.1 Einstein-Koeffizienten, Matrixelemente

Die Emission und Absorption von Photonen durch Uberginge zwischen
Atomniveaus ¢ und k ist in Abb. 2.1 gezeigt. Man kann drei Vorgénge unter-
scheiden: (i) bei der Absorption wird ein Photon absorbiert und es findet
ein Ubergang vom Niveau k in das Niveau i statt; (ii) bei der induzier-
ten Emission fithrt die Wechselwirkung eines Photons mit dem angeregten
Atom im Zustand i zu einer Abregung und dem Aussenden eines zweiten
Photons, das in seiner Phase mit dem ersten tibereinstimmt; (iii) bei der
spontanen Emission geht ein Atom vom Zustand ¢ in den Zustand k iiber
und emittiert ein Photon.

Die Rate W;; fiir Absorption (als Wahrscheinlichkeit pro Sekunde s™1)
ist gegeben als Produkt aus einem sog. Einstein-Koeffizienten By; mal der
spektralen Energiedichte der Strahlung w, (v).

sz’ == Bkiw,,(y) (21)

Die Rate W, fiir induzierte Emission ist gegeben als Produkt aus ei-
nem weiteren Einstein-Koeffizienten B;;, mal der spektralen Energiedichte
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Abbildung 2.1: Die Einstein-Koeffizienten beschreiben Absorption, indu-
zierte und spontane Emission.

der Strahlung w, (v).

Die Rate fiir spontane Emission ist schlielich der dritte Einstein-
Koeffizient:

Ak (2.3)

Betrachten wir ein Ensemble aus N Atomen, von denen sich N; Atome
im Zustand ¢ befinden und Ny Atome im Zustand k. Im Gleichgewicht die-
ser Atome mit dem umgebenden Strahlungsfeld miissen die Raten fiir die
Ubergiinge i — k und k — ¢ gleich sein. Demnach muf gelten:

Die Besetzung der Atomniveaus folgt der Boltzmann-Besetzung mit:

Ny g _Ech
— = —¢ kBT 2.5
N o, (2:5)

hierbei sind g; bzw. g, die statischen Gewichte der Niveaus 7 und k (z.B.
gegeben durch den Grad der Entartung geméf Drehimpulsquantenzahl). Aus
Gl. 2.4 konnen wir somit einen Ausdruck fiir w,(v) ableiten.

Aik
w, (v) = H (2.6)
9i Bix <ekBT _ 1)
9k Bri

Aus Vergleich mit dem Planck’schen Strahlungsgesetz



8Thv? 1
wl’(y) = 3 _hv_
)

ergeben sich folgende Verkniipfungen zwischen den Einstein Koeffizienten:

(2.7)

By, = £ By, (2.8)

Bik (2.9)

Wie verkniipfen sich jetzt die Einstein-Koeffizienten mit der quantenme-
chanischen Beschreibung des Atoms.

2.1.2 elektrische Dipolstrahlung

Die Emission von Photonen kann im klassischen Sinne als Abstrahlung eines
Hertz’schen Dipols betrachtet werden. Das elektrische Dipolmoment eines
Elektrons, das mit einer Frequenz w linear schwingt, ist gegeben als.

Pel = € = ppsinwt (2.10)
Die abgestrahlte Leistung pro Fliache, berechnet sich zu

S = eycE? (2.11)

Setzt man fiir das elektrische Feld E , die Losungen fiir einen Hertz’schen
Dipol ein, so ergibt die abgestrahlte Leistung in den Raumwinkel 47:

_ 2p_2 w?

P=¢ SdF = <4 2.12

7{ 12¢gme? ( )

Hierbei ist pzl das Quadrat des gemittelten elektrischen Dipolmoments.

Fiir die Berechnung des elektrischen Dipolmoments eines Atom gegeben

durch eine Wellenfunktion ¥ miissen wir die korrekte Mittelungsvorschrift
verwenden:

(Der) = €(r) = 6/‘1’*W (2.13)

Nach den Bohr’schen Postulaten entspricht allerdings die Emission und
Absorption eines Photons dem Ubergang zwischen zwei Atomniveaus. Fiir
die Berechnung des elektrischen Dipolmoments 2.13 machen wir deshalb den
Ansatz fiir ein Atom, das sich in den Zustdnden 1 und 2 befinden kann.

10



Nachdem der Energieeigenwert explizit nicht zeitabhéngig sein soll, kénnen
wir die Zeitabhiingigkeit gemif e von der Ortsabhingigkeit separieren.

¥ = e P 1) e Pl (2.14)

Hier ist der Ortsteil im Zustand 1 und 2 jeweils ¢4 (r) und ¢o(r). Wenn

wir das Dipolmoment 2.13 mit diesem Ansatz bilden, so erhalten wir drei
Terme:

J 617 (2.15)
[ $37: (2.16)
J 61702 (2.17)

In einer Dimension geht das Integral fiir x zum Beispiel von —oo
bis co. Nachdem das Produkt ¢j¢; schon eine symmetrische Funktion
beziiglich Spiegelung am Koordinatenursprung ist. Ist das Produkt ¢jz¢,
anti-symmetrisch. Anhand dieser Symmetrieiiberlegungen miissen die Terme
[ ¢17p1 und [ ¢57pe verschwinden. Demnach kann nur der Term [ ¢j7p, von
Null verschieden sein.

Bei der Emission von Photonen durch ein Atom, geht das Elektron von
einen Zustand ¢ in einen Zustand k iiber. Dies wird ausgedriickt durch:

(Dev,ik) = 6/‘1’:77‘1% = M, (2.18)

Die neue Grofle M;;, bezeichnet man als Dipolmatrixelement. In Gl.
2.12 benétigen wir allerdings den klassischen abgeleiteten Ausdruck p?. Nach-
dem bei der klassischen Oszillation das Elektron hin und her schwingt, was
den Ubergéngen i — k und k — 4 entspricht, ergibt sich wegen | M| = |My|:

(P2ar) = | Mie? + | Mii]* = 2| M| (2.19)
Damit wird die abgestrahlte Leistung des Ubergangs ik zu:
(Pa) = |, 220
T 12egmed T '

Die Leistung wird durch Emission von Photonen abgestrahlt. Demnach
kann man die Leistung dieser Emission auch durch den Einstein-Koeffizienten
A;;, ausdriicken:

(Pir) = Au, hwi, (2.21)

o



Ein Vergleich von GI. 2.20 und Gl. 2.21 zeigt:
2
4 wi

S R
126071'6377,6 / ik

Damit ergibt sich schliellich als Verkniipfung zwischen der Rate fiir spon-
tane Emission und den Wellenfunktionen der beteiligten Zustéande:

e,

Ay (2.22)

2,3 2
_ 2¢7wy,

Ay = ——2
b 3egc3h

(2.23)

2.1.3 Auswahlregeln

Durch die Verkniipfung zwischen den Einstein-Koeffizienten untereinander
geméaf Gl. 2.8 und 2.9 ist auch die Verbindung zwischen B;, und By; zur
Wellenfunktion des Atoms damit bestimmt. Die Einstein-Koeffizienten sind
nur dann von Null verschieden, wenn das Dipolmatrixelement nicht Null wird.
Die Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung lassen sich aus der Analyse
von M, bei gegebenen Wellenfunktionen ¥; und W, ableiten:

mit den x-, y-, und z-Komponenten:

Die Wellenfunktion im Wasserstoffatom ist gegeben als:

1 .
\Ijn,l,ml = Rn,l<r)}/},m(79u (b) = \/—2—,/TRn,l(T)@m,l(ﬁ)elmqs (228)

Fiir die Durchfithrung der Integration in Gl. 2.24 verendet man Kugelko-
ordinaten.

x = rsinfcos¢ (2.29)
= rsinfsing¢ (2.30)

12



= rcosf (2.31)
dZ = r?sinfdrdfde (2.32)

Auswahlregeln fiir m,

Fiir die Bestimmung der Auswahlregel beziiglich der magnetischen Quanten-
zahl m; betrachten wir zwei Félle:

e p.; sei eine lineare Schwingung des Elektron in z-Richtung

Das Dipolmoment p;; zeige in die Richtung der Quantisierungsachse z.
In diesem Fall ist nur das Dipolmatrixelement in z-Richtung wesentlich,
das gegeben ist als

1 o0 7" 2
Mik‘z = —/ RiRkar2dr @li,mi@lk,mk cos @ sin Qda/ eilmi—mi)¢
21 J.—o 0—0 0
(2.33)

Der Term f;;ro e!me=mi)¢ Jiefert nur dann einen Beitrag wenn gilt
my — m; = 0. Demnach gilt fiir die Auswahlregel der elektrischen Di-
polstrahlung, die linear in z-Richtung polarisiert ist:

(2:34)

e 7, sei eine Gyration des Elektron in der xy-Ebene

Betrachten wir jetzt ein elektrisches Dipolmoment p,;, dessen Vektor
in der xy-Ebene gyriert. Dies entspricht je nach Drehrichtung entweder
links- oder rechts-zirkular polarisiertem Licht. Das damit verbundene
elektrische Feld kann man schreiben als:

E=F,£iF, (2.35)
Dieses elektrische Dipolmoment entspricht der Linearkombination
M1k|m :|: Mik|y:
M, M, _ LT 2d 2
ikl £ M|, = o r:ORZRkW r (2.36)

/ O, .m, O1.m,, sin” Od0 (2.37)
0

=0

J

2T
/ (cos ¢ = isin §) MMy  (2.38)
¢

:0\ ~~

—eEid

13



Damit Abstrahlung stattfindet, muf} diese Integration einen endlichen
Wert liefern. Demnach mufl der Ausdruck fj;ro etiteime—mi)ede von
Null verschieden sein. Dies gilt nur falls m; — m; = +1. Man erkennt
die Auswahlregel fiir die Ubergiinge, die zirkular polarisiertes Licht aus-
senden:

230

Auswahlregeln fiir [

Die Auswahlregeln fiir die Bahndrehimpuls-Quantenzahl [ entstehen durch
die Forderung, dafl die Integrale fiir Am = 0 in M|,

/ O1,.m; Ol m,, cos 0 sin 6db (2.40)

und fiir Am = +£1 in M;;|, und Mik\y

/ O1, 1, O1,,.m,, sin* 0O (2.41)

jeweils von Null verschieden sind. Dies 148t sich am einfachsten zeigen,
wenn man die Symmetrieeigenschaften der jeweiligen Wellenfunktionen be-
trachtet. Eine Funktion hat gerade Paritat wenn gilt:

f(r) = f(=7) gerade (2.42)

Eine Funktion hat ungerade Paritéit wenn gilt:

f(7) = —f(=7) ungerade (2.43)

Bildet man das Integral wie bei dem Dipolmatrixelement, so bekommt
man nur dann einen endlichen Wert, wenn der Integrand insgesamt eine ge-
rade Funktion ergibt.

Nachdem der Term 7 schon ungerade ist, so miissen jeweils U7 und ¥y, von
ungleicher Paritét sein. Nachdem die Paritét der Wellenfunktion im Wasser-
stoffatom jeweils (—1)! ist, muB die Differenz zwischen /; und I, eine ungerade
Zahl sein. Nachdem das emittierte oder absorbierte Photon einen Drehimpuls
h trégt, verbleibt als einzige Moglichkeit beim Ubergang i — k jeweils nur
Al = £+1. Die Auswahlregel ist demnach:

14



Al = +1 (2.45)

Die Paritdat der einzelnen Kugelflichenfunktionen sind in Abb. 2.2 illu-
striert.

D‘Ad

I=0 I=1, m=0 =2, m=0

Abbildung 2.2: Die Paritdt der Kugelflichenfunktionen Y, ist am Bei-
spiel Yp 0, Y1,0 und Y5 illustriert. + Zeichen bedeutet eine positive Wellen-
funktion und das - Zeichen eine negative.

Auswahlregeln fiir s

Bei den optischen Ubergéinge #ndert sich der Gesamtspin nicht. Demnach
mufl immer gelten:

As =0 (2.46)

Auswahlregeln fiir j

Der Gesamtdrehimpuls j ergibt sich aus der Kopplung zwischen [ und 3.
Beriicksichtigt man die Auswahlregeln fiir [ und s, so ergibt sich die Aus-
wahlregel fiir j zu:

Aj=0,+1 aber nicht ji =0 — j =0 (2.47)

Die Méglichkeit fiir Aj = 0 ist moglich falls durch eine Umorientierung
der Vektoren [ und § zwar Al = 1 und As = 0 erfiillt ist, aber die Lénge

15



von j und damit die Quantenzahl j erhalten bleibt. Dies ist in Abb. 2.3

veranschaulicht.
A A
m=2 [T |
m=3/2 |- T
- m=1 |~ I -
[JF3/2  m=12 | e =312
s m=12 [ § mg=-1/2

Abbildung 2.3: Die Auswahlregel fiir j ist Aj = 0, +1 Als Beispiel ist hier

ein Ubergang gezeigt bei dem sich I &ndert aber j konstant bleibt.

2.2  Wechselwirkung von Licht mit Molekiilen

Betrachtet man die Absorption von Licht durch Molekiile, so kénnen noch
zuséatzlich die Rotationen und Schwingungen das Absorptionsvermogen be-

einflussen.

Die Drehimpulse der einzelnen Elektronen in einem Molekiil koppeln zu
einem Gesamtdrehimpuls. Ein zwei-atomiges Molekiil ist nur noch beziiglich
einer Achse symmetrisch. Demnach ist nur noch die Projektion des Drehim-
pulses auf diese Achse Erhaltungsgrofie. Die gute Quantenzahl ist damit die

Summe der Projektionen M von:

ML = E my;
i

(2.48)

Die Molekiil-Zusténde werden dann mit folgenden Termen bezeichnet:

25+1A
g/u

(2.49)

Hierbei ist A = Mj. Die Reihenfolge der Ein-Elektron-Niveaus auf der

Energieskala ist o,(1s), 0,(1s), 04(2s), 0u(2s), m,(2p), 04(2p).

Fiir die Besetzung der elektronischen Zustdnde in Molekiilen, gelten
die Hund’schen Regeln. So werden zum Beispiel bei dem Bor Molekiil B,
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Tabelle 2.1: Konfigurationen von zwei-atomigen Molekiilen

zundchst zwei Elektronen mit parallelem Spin in dem 4-fach entarteten Zu-
stand 7,(2p) eingefiillt. Nachdem die Wellenfunktion anti-symmetrisch sein
muf, ist die Quantenzahl des einen Elektrons m;; = +1 und die des ande-
ren myy = —1. Daraus ergibt sich ein Gesamtdrehimpuls M = 0, und der
Grundzustand ist * > .

2.2.1 Rotation und Schwingung von Molekiilen

Wesentliches Merkmal der Spektroskopie von Molekiilen ist der Umstand,
daf} sich den elektronischen Anregungen noch Rotations- und Schwingungs-
anregungen iiberlagern kénnen. Demzufolge enthalten Molekiilspektren eine
grofle Vielzahl an Linien.

Rotation

Betrachten wir zunéchst die Rotation eines Molekiils. Die Gesamtwellenfunk-
tion des Molekiils AB ist eine Funktion von 7 und des Abstandes R der
Atomkerne untereinander. Bei der Losung der Schrodinger-Gleichung fiir das
Problem, kann man jedoch beriicksichtigen, dafl die Bewegung der Atomker-
ne sehr viel langsamer ablduft im Vergleich zur Bewegung der Elektronen.
Demnach kann man einen Separations-Ansatz machen, der die Bewegung der
Atomkerne aus der Gesamtwellenfunktion absepariert:

U(7, R) = Viern(R) ¥, (7, R) (2.50)

Beim elektronischen Anteil ¥, (7, ) taucht der Molekiilabstand R nur
als Parameter auf. Diese Abseparation der Kernbewegung bezeichnet man
als Born-Oppenheimer-Niherung. Die Schrodingergleichung fiir die Be-
wegung der Atomkerne A und B mit Massen M4 und Mp ergibt dann:
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Abbildung 2.4: Rotation eines zwei-atomigen Molekiils aus den Atomen
A und B. J bezeichnet den Drehimpuls der Molekiil-Rotation.

h? h?
[_ 2MA AA - 2MB AB + Epot(R):| \IJKeTn = EKern\IjKern (251)

Beim Ubergang in das Schwerpunktsystem, kénnen wir unter Verwendung

der reduzierten Masse M = ]\%‘i diese Gleichung weiter reduzieren zu:
A+Mp
h2
|:_WA + Epot<R>:| ‘llKern = EKern\I/Kern (252)

Dies ist wieder eine einfache Form der drei-dimensionalen zentral-
symmetrischen Schrodingergleichung. Die potentielle energie E,.:(R) be-
schreibt jetzt das attraktive Potential der Atomkerne untereinander. Der
Ansatz fiir die Wellenfunktion Vg.,, lautet wieder.

\IjKern(R7 197 (b) = R(R>Y<197 ¢) (253)

Die Bestimmungsgleichung fiir den winkelabhéngige Teil Y (¢, ¢) ist ana-
log zum H-Atom gegeben als:

1 ﬁ 1 ﬁa_y _|__1 az_Y
sinv o9 \" a9 sin? ¢ 0¢?

Der Gesamtdrehimpuls der Rotation ist

+J(J+1)Y =0 (2.54)

|J? = J(J +1)R? (2.55)

Die Rotationsenergie 1483t sich aus dem klassischen Drehimpuls /w mit
dem Tragheitsmoment I ableiten zu:

1 2 1)h?
Erot:_jw2_J _M

2" T2l T 2MR? (2.56)
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hierbei wurde ausgenutzt, daf sich das Tragheitsmoment, schreiben 143t
als:

I = MsR% + MzR%, = MR? (2.57)

Ein Molekiil kann Photonen absorbieren und emittieren bei Ubergingen
zwischen den zwei benachbarten Rotationsniveaus (vgl. Abb. 2.5). Die Fre-
quenz der Emissionslinien ist dabei linear von J abhéngig, wie man leicht
mit E(J + 1) — E(J) aus Gl. 2.56 ableiten kann.

E, —
V3 | ‘ ‘ |
A

ViV, V3oV, Vs v

= — v
V2

>

<«
<

Abbildung 2.5: durch die J(J + 1) Abhéngigkeit der Rotationsenergie
FE,t ergibt sich ein gleichméfBiger Abstands der Rotationslinien im Frequenz-
raum.

Es gilt allerdings zu beachten, daf§ das Molekiil ein elektrisches Dipolmo-
ment haben mufl. Damit haben homonukleare Molekiile kein reines Rotati-
onsspektrum. Allerdings kénnen sich die Rotationen den elektronischen An-
regungen iiberlagern, wie weiter unten noch gezeigt wird. Die Wellenléngen
der Rotationsanregungen liegen im Mikrowellenbereich.

Schwingung

Bei der Schwingungsanregung eines Molekiils &ndert sich der Abstand der
Atomkerne untereinander. Der Verlauf der potentiellen Energie mit dem Ab-
stand R 1483t sich gut mit dem Morse-Potential annéhern, wie in Abb. 2.6
illustriert ist.

E

p

o(R) = Ep [1 — e_a(R_}'%GGW)}2 (2.58)

Ep bezeichnet die Dissoziationsenergie des Molekiils und a und Raoow
tabellierte Konstanten. Lost man mit dieser potentiellen Energie die
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Abbildung 2.6: Das Potential kann in guter Ndherung als Parabel um den
Gleichgewichtsabstand Rggw angesehen werden.

Schrodingergleichung, so bekommt man in erster Néherung die Energieei-

genwerte
1\ (hw)? 1\?

Der erste Term gibt den harmonischen Anteil des Potentials wieder und
der zweite Term den anharmonischen Anteil. Durch diesen anharmonischen
Anteil sind die Energieniveaus nicht mehr dquidistant und die Absorptions-
bzw. Emissionslinien der Schwingungsanregungen sind:

AE = E(n+1) — E(n) = hw l1 s 1)} (2.60)
2ED

Der Frequenzbereich dieser Anregungen liegt im Infraroten mit Wel-
lenldngen im pm-Bereich. Diesen Schwingungsanregungen kénnen Rotations-
anregungen iiberlagert sein. Nachdem die Rotationsenergien sehr viel kleiner
sind, gruppieren sich um einen Schwingunsgiibergang eine Anzahl von Rota-
tionslinien.

Die Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung durch Rotations-
Schwingungs-Ubergiinge von zweiatomigen Molekiilen sind An = =+1 und
AJ = +1.

Bei der Emission und Absorption eines Photons durch Rotations-
Schwingungsanregungen mufl der Drehimpuls 47 iibertragen werden und bei
der Schwingung muf} sich das Dipolomoment des Molekiils &ndern.
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Abbildung 2.7: Rotation-Schwingungs-Ubergiinge (RoVib).

Bei homo-nuklearen zwei-atomigen Molekiilen gibt es demnach weder ein
Schwingungs- noch ein Rotations-Spektrum. In hetero-nuklearen zweiato-
migen Molekiilen gibt es Rotations-Schwingungsiibergénge. Allerdings sind
auch reine Schwingungsiibergénge nicht moglich, da sich der Drehimpuls
des Molekiils dabei nicht &ndert. Die Auswahlregel fiir diese Ubergiinge ist
An =41 und AJ = +1.

Das Linienspektrum eines NaCl-Molekiils ergibt sich wie in Abb. 2.10
skizziert. Die Absorptionslinie fiir den reinen Schwingunsgiibergang bei wy
fehlt, den man als den Bandenursprung bezeichnet. Links und rechts von
wo werden die Rotationsanregungen sichtbar. Linien zu zu hoheren Frequen-
zen gehoren zu Absorptionen mit AJ = +1 (R-Zweig) und zu kleineren
Frequenzen zu Absorptionen mit Aj = —1 (P-Zweig). Die Linien, die nahe
bei der Frequenz wy liegen gehdren zu kleinen Quantenzahlen J. Die ent-
sprechenden Zustédnde sind 2J + 1-fach entartet. Mit steigender Quanten-
zahl J steigt der Grad der Entartung und damit das statistische Gewicht
dieses Zustands in einem Ensemble von Atomen. Die Intensitdten steigen
zundchst mit dem Abstand zu wy an. Bei sehr groflen Quantenzahlen J sinkt

allerdings die Besetzung dieser Zustéinde geméfl eines Boltzmann-Faktors
hy/T(T+1)
e *sTrot (Rotations-Temperatur T,..).

Zur genaueren Betrachtung des Linien-Spektrums muf} die Zentrifugalauf-
weitung beriicksichtigt werden. Bei hoheren Rotations-Quantenzahlen ver-
groflert sich dadurch die Bindungslange eines Molekiils. Deshalb ist mit einer
Erhohung des Drehimpulses AJ = 1 eine geringere Erhohung der Rotations-
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Abbildung 2.8: Das Linienspektrum der Rotations-Vibrations Ubergiinge
ist durch nahezu dquidistante Linien gekennzeichnet. Die Linie um einen
Schwingungsiibergang bei der Frequenz wyp, die zu einer Erniedrigung von
j gehoren werden als P-Zweig bezeichnet und die zu einer Erhéhung von

j gehoren als R-Zweig. Thre Intensitét ist ergibt sich aus Entartung geméf
_ E'rot
2j 4+ 1 und Besetzung geméfl e *BTrot .

energie

J(J+1)h?
Erot R —
2M R?

verbunden. Dies kann im sog. Fortrat-Diagramm sichtbar gemacht wer-

den (siehe Abb. 2.9). Hier wird der Drehimpuls J(v) gegeniiber der Frequenz

der Emission v aufgetragen. Nachdem der Drehimpuls quantisiert ist, sind

nur diskrete Punkte auf der Funktion J(v) zuldssig. Projeziert man diese

Punkte auf die Frequenzachse, so erhélt man ein Abbild des Linienspek-

trums. Bei einem starren Rotator, sind die Funktionen J(v) in dem Fortrat-

Diagramm einfache Geraden, wihrend sie durch die Zentrifugalaufweitung
jeweils zur J-Koordinate hin verbogen sind.

Bei poly-atomigen Molekiilen kénnen eine Vielzahl von Ubergéingen an-
geregt werden und die Rotations-Vibrations-Spektrum werden komplexer.
Dies sei an den Schwingungsmoden des Acetylen-Molekiils beschrieben (Abb.
2.10):

(2.61)

e Streckschwingung bei 3289 cm™!

Die asymmetrische Streckschwingung im Acetylen-Molekiil fithrt zu ei-
ner Anderung des Dipolmoments und ist zuniichst infrarot-aktiv. Bei
der symmetrischen Streckschwingung éndert sich das Dipolmoment al-
lerdings nicht und sie ist infrarot-inaktiv. Um bei der Absorption eines
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Abbildung 2.9: Fortrat-Diagramm fiir das Linienspektrum der Rotations-
Vibrations Ubergénge. Durch die Zentrifugalaufweitung werden die Linien
enger bei hoheren Rotations-Quantenzahlen J.

Photons allerdings der Drehimpulserhaltung zu geniigen, muf ein Rota-
tionsquant an- oder abgeregt werden, da anders sich der Drehimpuls-
vektor des in linearer Richtung schwingenden Molekiils nicht dndert.
Deshalb beobachtet man auf der Frequenz vy = 3289 cm ™! direkt keine
Absorption.

Biegeschwingung bei 730 cm™!

Bei der symmetrischen Biegeschwingung éndert sich das Dipolmoment
und sie ist infrarot-aktiv. Bei dieser Schwingung beobachtet man auch
eine Linie bei vy, da es jetzt fiir das schwingende Molekiil 2 Rotations-
achsen gibt. D.h. der Drehimpuls des Photons kann durch Umwandlung
von J; in J, aufgenommen werden (Abb. 2.10), wobei der Betrag des
Gesamtdrehimpulses J: + J; konstant bleibt. D.h. fiir diese Rotations-
Schwingungsiibergénge ist die Auswahlregel AJ = 0, +1.

Zusétzlich beobachtet man alternierende Intensitdten mit zunehmen-
den Rotations-Quantenzahl. Dies 148t sich mit dem Grad der Entartung
der Gesamtwellenfunktion begriinden. Die Wellenfunktion zur Beschreibung
der Atomkerne besitzt einen Ortsanteil Vg ort(R) und einen Spinanteil
U kernspin- Nachdem Kohlenstoffatome Teilchen mit Kernspin 0 (12 Nu-
kleonen) sind, muf} zur Betrachtung des Symmetrieverhaltens der Gesamt-
wellenfunktion nur der halb-zahlige Kernspin der beiden Wasserstoffatome
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beriicksichtigt werden. Nach dem Pauli-Verbot, gilt fiir Fermionen eine anti-
symmetrische Gesamtwellenfunktion:

\I]Kern = \I]Kern,Ort(R)\PKern,Spin (262)

Fiir gerade Werte von J ist die zugehorige Wellenfunktion zur Beschrei-
bung der Rotation symmetrisch (Paritit (—1)7). Demnach muf} die Wellen-
funktion der Kernspins anti-symmetrisch sein. Dies entspricht anti-paralleler
Orientierung der Kernspins der H-Atome bzw. einem Gesamtkernspin des
Molekiils von I = 0, entsprechend der Entartung 27 + 1 = 1. Fiir ungerade
Werten von J, allerdings, ist die zugehorige Rotations-Wellenfunktion anti-
symmetrisch, so da} die Wellenfunktion der Kern-Spins symmetrisch sein
muf}. Parallele Kernspins der Protonen ergeben I = 1, entsprechend einem
Grad der Entartung von 27 + 1 = 3.

Die Intensitét der Linien bei Absorption hingt vom Grad der Entartung
des Ausgangs-Zustandes eines Rotations-Schwingungs-Ubergangs n/, J' —
n”,J" ab. Bei ungeradem J’ fiir den Ausgangs-Zustand des Molekiils sind
die Absorptionslinien wegen der dreifachen Entartung um den Faktor drei
intensiver als die Linien zu geradem J' (Abb. 2.10).!

2.2.2 Elektronische Ubergiinge in Molekiilen

Bei elektronischen Ubergéngen in Molekiilen kann es jetzt neben der Anre-
gung des Elektrons auch zu Schwingungs und Rotationsanregungen kommen.
Hierbei sind allerdings zwei elektronische Molekiilzustande beteiligt, mit un-
terschiedlicher Abhéngigkeit der potentiellen Energie vom Atomabstand im
Molekiil, wie in Abb. 2.11 skizziert.

Die Lage der Absorptionslinien 148t sich wieder im Fortrat-Diagramm ab-
lesen. Bei der Beteiligung von zwei elektronischen Zusténde, ist der Abstand
der Rotations-Niveaus in beiden Zusténden allerdings stark unterschiedlich,
da sich das Tragheitsmoment des Molekiil &ndert. Demnach ergeben sich
stark gekriimmte Linien J(v) im P- und R-Zweig (siche Abb. 2.12). Zusétzlich
ist auch bei zwei-atomigen hetero-nuklearen Molekiilen ein Q-Zweig beob-
achtbar, der einer reinen Schwingungsanregung entspricht. Diese ist im Ver-
gleich zu reinen Rotations-Schwingungsiibergéngen von zwei-atomigen Mo-
lekiilen erlaubt, da die Drehimpulserhaltung des Photons ja durch die Aus-
wahlregel fiir den elektronischen Ubergang Al = 41 gewéhrleistet bleibt.

Projiziert man jetzt wieder die Punkte auf den Linien J(v) im Fortrat-
Diagramm auf die Frequenzachse, so erkennt man, dafl sich die Linien in

'Da bei der Infrarot-Absorption der Ausgangszustand wichtig, ist die Abfolge von
groflen und kleinen Intensitéiten im P und R Zweig invertiert.
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Abbildung 2.10: Rotations-Vibrations Uberginge im Azetylen. Bei der
infrarot-aktiven asymmetrischen Streckschwingung, beobachtet man keine
Linien bei vg. Bei infrarot-aktiven symmetrischen Biege-Schwingung hinge-
gen, beobachtet man ein Linie bei vy, da es zwei Rotationsachsen gibt.

bestimmten Frequenzintervallen hdufen. Diese bezeichnet man als Banden-
kante oder Bandenkopf.

Wie hoch ist nun die Intensitét dieser Linien? Bei Rotations-Schwingungs-
Ubergéingen haben wir dies aus dem statistischen Gewicht und der Besetzung
abgeleitet. bei elektronischen Ubergingen ist die Linienintensitét allerdings
von dem Uberlapp der Wellenfunktionen der beiden beteiligten elektroni-
schen Zustiénde abhingig. Der Ubergang des Elektrons findet auf einer sehr
viel kiirzeren Zeitskala statt als die Bewegung der Atomkerne, weshalb man
sie als senkrechte Linien in Abb. 2.12 einzeichnen kann. Die Intensitédt der
Linien wird dann aus dem sog. Franck-Condon-Prinzip abgeleitet:

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Abstand der Atome im Mo-
lekiil héngt vom elektronischen Niveau ab, wie in Abb. 2.14 gezeigt. Bei
hoheren Schwingungsanregungen ist insbesondere an den Umkehrpunkten
der Molekiilschwingung die Aufenthaltswahrscheinlichkeit hoch (Korrespon-
denzprinzip). Liegen jetzt die Umkehrpunkte einer Schwingungsanregung in
den beteiligten elektronischen Niveaus iibereinander so wird dieser Ubergang
bevorzugt und man beobachtet eine hohe Linienintensitéit. Die Auswahlregel
fiir Schwingungsiibergéinge (An = +1) gilt bei der Beteiligung von elektro-
nischen Ubergéngen nicht mehr.
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Abbildung 2.11: Elektronische Ubergiinge in Molekiilen.

2.3 Wechselwirkung von Licht
mit Festkorpern

2.3.1 Polarisierbarkeit und Brechungsindex

Betrachten wir eine elektromagnetische Welle, die auf einen Festkorper
einféllt. In dem Festkorper kann das oszillierende elektrische Feld dieser Wel-
le ein Dipolmoment der Festkérperatome induzieren. Eine sog. Polarisation
des Materials entsteht. Das elektrische Feld am Ort eines Festkorperatoms
besteht demnach aus zwei Anteilen: (i) dem &duBeren Feld und (ii) einem
Feld, das durch die induzierten Dipolmomente in der lokalen Umgebung des
betrachteten Festkorperatoms verursacht wird.

D.h. um die Wechselwirkung von Licht mit Festkorperatomen zu be-
schreiben ist diese lokale Feldstéirke wichtig. Die Polarisierung eines einzel-
nen Atoms, ausgedriickt durch das Dipolmoment p, wird durch die lokale
Feldstarke Ej,., induziert. Dies ist im Unterschied zu den Ferroelektrika, bei
denen ein statisches Dipolmoment sich im dufleren Feld ausrichtet. Ein Maf
fiir das Induzieren des Dipolmoments ist die sog. Polarisierbarkeit «:

]7: aElocal (263)

Dies ist eine mikroskopische Gréfe. Die makroskopische Polarisierbarkeit
des ganzen Festkorpers wird durch die elektrische Suszeptibilitédt y be-
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Abbildung 2.12: Fortrat-Diagramme von RoVib Ubergéngen und elektro-

nischen Ubergiingen in Molekiilen.

schrieben. Sie verkniipft das elektrische Feld E mit der Polarisation P des

ganzen Festkorpers.

—

P = egxﬁ

(2.64)

Um jetzt die mikroskopische Grofie «, die man aus einem atomistischen
Modell der Festkorperatome ableiten kann, aus der makroskopischen Grofie
x abzuleiten, benétigt man einen Zusammenhang zwischen E und FEjoeq-

Hierfiir kann man zwei Falle diskutieren:

4 Elocal =F

Falls die Polarisation des ganzen Festkorpers einfach die Uberlagerung
der Dipolmomente seiner Atom der Dichte NNV ist, so kann man setzen:

P = eoxﬁ: NaE

(2.65)

Dies gilt zum Beispiel fiir Materialien, bei denen die freien Elektronen

dominieren.

Bei der Diﬁkussion der Maxwell-Gleichungen in Materie wird die
Feldstéarke D eingefiihrt, als diejenige Feldstédrke, die nur durch duflere

Ladungen verursacht wird. Formal schreibt man:

5:605+ﬁ:605+NaE:6605
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Abbildung 2.13: Nach dem Franck-Condon-Prinzip haben diejenigen Lini-
en eine grofie Intensitit bei denen der Uberlapp der Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten des Elektron in den beiden beteiligten elektronischen Zustédnden
grof3 ist.

Im Rahmen dieser Definition wurde die Dielektrizititskonstante
e des Materials eingefithrt. Nachdem D nur von &ufleren Ladungen
abhéngt, ist diese Grofle aulerhalb und innerhalb eines Dielektrikums
gleich. D.h. wenn man einem Festkorper ein € > 1 zuweist, heifit das
automatisch daB E kleiner wird. Demnach schirmt eine Dielektrikum
durch die Polarisation ein &dufleres elektrisches Feld ab, es wird abge-
schwidchit.

Aus dem Vergleich von Gl. und bekommt man:

x=¢€¢—1 (2.67)

Und aus Vergleich von Gl. 2.3.1 und Gl. 2.67:

1
e=1+—Na (2.68)

€0

lokales E-Feld

Nehmen wir an, dafl in dem betrachteten Festkorper durch ein dufleres
Feld ein Dipolmoment induziert wird. Durch die Uberlagerung ent-
steht eine Polarisation P, die zunéichst versucht das duflere elektri-
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Abbildung 2.14: Die lokale Feldstéirke am Ort des Festkérperatoms wird
bestimmt durch das duflere Feld £ und die Polarisation P, die sich im
Festkorper einstellt.

sche Feld abzuschirmen (Die Polarisation P zeigt im Unterschied zu E
immer von der negativen zur positiven Ladung). Um das lokale elek-
trische Feld auszurechnen, schneiden wir gedanklich eine Kugel aus
dem Festkorper heraus, die ein Atom umgibt. Dies bezeichnet man als
Lorentz-Konstruktion. Das Feld am Ort dieses Atoms wird durch die
Oberflichenladung (i) an der Innenseite dieser Kugel und dem Feld der
heraus geschnittenen Atome der Kugel selbst (ii) hervor gerufen. Wie in
Abb. 2.15 verdeutlicht, entsteht durch die Oberflichenladungen auf der
Innenseite der Kugel ein lokales elektrisches Feld, das das duflere elek-
trische Feld noch vergrdffert. Der Beitrag der Diplomomente der heraus
geschnittenen Kugel selbst summieren sich zu Null. Das elektrische Feld
im Inneren einer Hohlkugel in einem Festkorper mit makroskopischer
Polarisation P ist:

1 —
—P (2.69)
360

Damit bekommen wir fiir das lokale Feld:

EHohlkugel =

— = 1 =
Elocal =L+ —P (270)
360

Damit wird die makroskopische Polarisation Paus P=N P zu:

ﬁ = NozElocal (271)
. 1 o
P=Na <E + —P) (2.72)
360
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Abbildung 2.15: Lorentzkonstruktion zur Berechnung der lokalen
Feldstirke in einem Hohlraum.

P =

B (2.73)

mit eeOE_j = EOE + P bekommen wir:

e—1 1
=—N 2.74
e+2 e “ (2.74)

Dies Gleichung bezeichnet man als Clausius-Mosotti-Beziehung.
Sie stellt eine Verkniipfung zwischen der mikroskopischen Gréfie o und
der makroskopischen Grofle e dar.

Die Verstdrkung des lokalen elektrischen Feldes am Ort des Atoms
héngt von der Form des Hohlraums ab (siehe Abb. 2.16). So bekommt
man fiir einen Hohlraum parallel zur Oberfliche maximale Verstéarkung:

— 1 —
Elocal =E+—P (275)
€o
Ein Hohlraum senkrecht zur Oberfliche hingegen ergibt keine
Verstarkung:

—

Eioca = E (2.76)

Man erkennt, daf§ die Verstédrkung im Inneren einer Kugel genau zwi-
schen diesen beiden Extremata liegt. Im Allgemeinen lassen sich auch
noch die Verstiarkungen fiir andere Formen wie Ellipsoide ableiten. Die-
se unterscheiden sich in dem entsprechenden Faktoren in der Clausius-
Mosotti-Beziehung.
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Abbildung 2.16: Je nach Geometrie ergibt sich eine andere Verstirkung
des dufleren elektrischen Feldes.

In einem Experiment mifit man generell die makroskopischen Groéfien. Ne-
ben der Dielektrizitéitskonstante sind dies der Brechungsindex eines Ma-
terials und und Absorption ? . Die Ausbreitung von elektromagnetischen
Wellen wird durch die Wellengleichung beschrieben:

O’FE 1 O0°F

= 2.77
0x? Eo o ot? ( )
~—~—~

c2

Betrachtet man die Wellengleichung in einem Festkorper, so kann man
dies berticksichtigen indem man €y, — €ge ersetzt. Die Grofle e ist mit dem
Brechungsindex verkniipft wie:

€ =n? (2.78)

2Nicht zu Verwechseln mit der Polarisierbarkeit c.
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Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht in einem Medium ist um den
Brechungsindex verzogert wird:

CVakuum
CMedium = n (279)

Der Brechungsindex n = n + ik, als auch die Dielektrizitatskonstante
€ = €1+1€9 sind im allgemeinen komplexe Zahlen. Die Real- und Imaginérteile
verkniipfen sich wie:

6 = n?®—kK? (2.80)
€ = 2nk (2.81)

Die Absorption ist eine Maf fiir die Abschwachung der Intensitdt eines
Lichtstrahls iiber eine Wegstrecke x:

[ = Iye ™ (2.82)

Die Amplitude einer ebenen Welle ist e?** mit k = 27” dem Wellenvek-
tor. Die Ausbreitung dieser Welle in einem Medium wird formal durch den
Brechungsindex beriicksichtigt mit

eXT y R (2.83)

Nachdem « ein Maf fiir die Abschwéichung der Intensitdt ist, kann man

a aus Gl. 2.83 ableiten zu:

4
o — 7”,.@ (2.84)

2.3.2 Kramers-Kronig Relation

Der Brechungsindex eines Materials ist nicht unabhéngig von dem Extink-
tionskoeffzienten. Ein Zusammenhang zwischen diesen beiden 148t sich aus
der Kausalitit von Response-Funktionen ableiten. Die Suszeptibilitéit ist zum
Beispiel eine solche kausale Response-Funktion. D.h. fallt zu einem Zeitpunkt
t = 0 eine Lichtwelle gemé&f3 E der Frequenz w auf einen Festkorper ein, kann
sie erst zu Zeiten ¢ > 0 auch eine Polarisation P erzeugen.

P(w) = x(w)eoE(w) (2.85)

Betrachten wir zunéchst eine allgemeine Responsefunktion g(w). Die
Fourier-Transformierte dieser Funktion ist:
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g(w) = /_ et g(1) = /0 " et (1) (2.86)

Die Kausalitat besagt nun, dafl g(t) fiir ¢ < 0 gleich Null sein mu8, da
erst zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Lichtwelle einfallt und damit erst fiir ¢ > 0 eine
Polarisation induziert werden kann.

Nehmen wir an, daf§ g(w) nicht nur eine reelle Funktion ist, sondern in
der komplexen Ebene existiert. D.h. wir ersetzen das Argument durch w —
w1 + iwy. Damit bekommen wir:

g(wy +iwsy) = / dte™ g(t)e 2! (2.87)
0

Damit diese Erweiterung zuléssig ist und nachdem schon gilt £ > 0 kann
die Funktion nur dann einen endlichen Wert annehmen, wenn zusétzlich gilt
wy > 0. Da die Ableitung der Funktion g(w) fiir alle Werte von w in der
oberen Halbebene existent ist, ist g(w) in diesem Gebiet analytisch.

¢

N0 T ®

Abbildung 2.17: Pfadintegral in der komplexen Halbebene zur Ableitung
der Kramers-Kronig-Beziehung fiir kausale Response-Funktionen.

Fiir eine solche Funktion g(w) kénnen wir den Residuensatz ausnutzen.
Beim Residuensatz fiihrt man ein Pfadintegral um eine Flédche in der kom-
plexen Ebene aus. Dieses Pfadintegral ist gleich der Summe iiber die Singula-
ritdten im umschlossenen Bereiche, den Residuen. Nachdem g(w) in dem gan-
zen Bereich der oberen Halbebene analytisch ist, konnen wir sofort schlielen,
das dieses Pfadintegral Null ist. Als Argument dieses Pfadintegrals wéahlen
wir jedoch nicht nur die Funktion g(w) direkt, sondern fithren noch eine Pol-
stelle am Ort wy ein, da wir ansonsten nur triviale Losungen erhalten (siehe

Abb. 2.17).
0— %dwwgi—“io _ /: dwji—%o + /R%O(..) (2.88)
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Das Integral iiber den grofien Halbkreis verschwindet, d.h. g(w)/(w — wp)
lauft fiir groe Werte von w gegen 0. Damit haben wir nur noch das Integral
iiber die reelle Achse.

0=P /_ : d”wg(—wio + /m dwwgiwio (2.89)

P bezeichnet hier den Hauptwert, d.h. das Integral iiber die Strecke unter
Auslassung der Polstelle bei wy. Das Pfadintegral um die Polstelle selbst ist,
mit w — wy = pe und dw = ipe’®dp:

0
/ﬁdw 9() :g(wo)/_ ipﬁewcw: —img(wo) (2.90)

W — Wo

d.h. wir bekommen schliefilich als Ergebnis aus der Betrachtung des Pfa-
dintegrals folgenden Zusammenhang aus Gl. 2.89:

g(wo) = ,iP/_OO dw 9() (2.91)

2 o W —Wwp

An dieser Gleichung ist bemerkenswert, dal auf beiden Seiten die Funk-
tion g(w) auftaucht, dafl aber auf der rechten Seite auch noch das zusétzliche
komplexe ¢ steht. Damit lassen sich aus einem Vergleich von Real- und Ima-
gindrteil sofort neue Beziehungen ableiten:

Rlg(wo)] = lP/_OQ de (2.92)

s o W — Wo

* Rgw)]

S [g(wo)] = —%P/_ I (2.93)

Diese Integrale im Frequenzraum von —oo bis oo lassen sich in Integrale
von 0 bis co umschreiben mittels:

R [g(wo)] = %P/O i[g—(zz]dw + %P/OO z[g—(zz]dw (2.94)
R [g(wo)] = %P/OO %dw + %P/w i[f—(i?dw (2.95)

mit g(w) = ¢g*(—w) ist auch RN|g(wy)] = R[g(—wo)] und I [g(wo)] =

- [g(—wp)]. Damit bekommt man:

34



2 2

%m%n:lp/“§ﬁ&ﬂ@%lp/“§ﬁg&mzzp/mw%wwmm

T w + wo Y w — Wy Y w* — Wy
(2.96)
bzw
2w > Rg(w)]
& =——P d 2.97
e (2.97)

Nachdem die Suszeptibilitit genau eine solche Responsefunktion ist, kann
man mit x = € — 1 die Beziehungen ableiten:

2 © weg(w)
e1(wo) — 1= %P/O dww2 Y (2.98)
und
2 * gw)—1
— 2P | dwE 2.
O (299)

In analoger Weise l&3t sich dies auch fiir den Brechungsindex n ableiten
Zu:

n(wy) = 1+ > /OO W”(w)Q dw (2.100)

2 _
™ w? — wp

Diese Beziehungen bezeichnet man als Kramers-Kronig-Beziehungen
D.h. fiir die Bestimmung des komplexen Brechungsindex reicht es aus, den
Imaginérteil aus einer Absorptionsmessung zu bestimmen. Der Realteil 148t
sich dann ausrechnen. Diese Berechnung verlangt allerdings, dafl die Absorp-
tion iiber den gesamten Wellenldngenbereich bekannt ist. Dies ist selten der
Fall. Allerdings ist die Variation des Realteil von 1 durch eine Absorption bei
wp nur in der Umgebung von wy relevant (siehe Term M%U%) Betrachtet man
eine Absorptionsbande in einem ansonsten spektral transparenten Bereich,
so laBt sich der Einfluss der Absorption von spektral entfernten Bereichen in
einem Faktor n., subsummieren. Damit bekommt man:

2
n(wo) = nog + — / wnle) o (2.101)
T J Absorptionsbande W= — Wy
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Abbildung 2.18: Beispiel fiir die Verkniipfung von n und s durch die
Kramers-Kronig-Beziehung.

2.3.3 Optischer Response von Festkorpern

Die Eigenschaften eines Festkorpers verbergen sich in der Beschreibung der
Polarisierbarkeit der Atome in einem &ufleren Feld, der Lichtwelle. Je nach

Festkorper gibt es unterschiedliche Modelle zu deren Beschreibung. Diese
seien im folgenden diskutiert:

Modell gebundener Oszillatoren

Die Beschreibung der Absorption beginnt mit einem Ensemble nicht wech-
selwirkender geddmpfter Lorentz-Oszillatoren, die von einer elektromagneti-
schen Welle erregt werden. Die Kraft-Bilanz ist:

d?r dr
mﬁ + mf‘a + mwgr = —eFjcal (2.102)

aufgelost nach r erhélt man fiir das Dipolmoment:

62Elocal 1
=er = 2.103
p=er m  (w—w?) —ilw ( )
und damit fiir die mikroskopische Polarisierbarkeit o eines einzelnen Os-
zillators:
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¢ = (2.104)
o= — .
m (wi — w?) —iTw
fiir N Atome im Volumen:
P =NaF (2.105)
und
D =¢eFE =+ P=c(l+ Naje)E (2.106)
ergibt sich fiir €
Ne? 1
=1 2.107
‘ * eom (Wi — w?) —ilw ( )
2

Der Vorfaktor ist die sog. Plasmafrequenz w,. Betrachtet man ein En-
semble von unterschiedlich gebundenen Oszillatoren 148t sich diese Gleichung
verallgemeinern zu:

G 3 N, (2.108)
€= .
€om < (W —w?) —iljw

Mit >, N; = N. Diese Dielektrizititskonstante 18t sich in den Real- €;

und Imaginérteil €5 auflésen via:

Ne? Tw

— 1+
“ eom (Wi — w?)? + IMw?

(2.109)
und

Ne? Tw
eom (wg — w?)? + I'w?

€y = (2.110)

Der Verlauf von ¢; und €y ist in Abb. 2.19 gezeigt:

Betrachtet man den Verlauf von € oder des Brechungsindex n {iber einen
weiten Frequenzbereich, so erkennt man, dafl von kleinen Frequenzen ange-
fangen der Brechungsindex kontinuierlich im Mittel abnimmt, weil immer
weniger Anregungsformen (Schwingung, elektronische Uberginge etc.) die
Moglichkeit haben den Oszillationen des elektrischen Feldes zu folgen. D.h.
diese Anregungsformen werden optisch transparent und koénnen die Licht-
welle nicht mehr verzogern, der Brechungsindex sinkt. Im Bereich einer Ab-
sorption steigt der Brechungsindex allerdings an (normale Dispersion) um
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Abbildung 2.19: Verlauf von ¢; und €2 nach dem Modell geddmpfter Os-
zillatoren.

am Ort der Absorption selbst zunéchst zu fallen (anormale Dispersion). Bei
sehr hohen Frequenzen im Rontgenbereich wird der Brechungsindex schlief3-
lich kleiner 1, da er im Limes w — oo sich der eins anndhern muf. Dies ist
im prinzipiellen Verlauf in Abb. 2.20 illustriert.

Drude-Modell freier Elektronen

Im Fall von Metallen kann man die Elektronen als freie Ladungstréiger be-
trachten, was dadurch ausgedriickt wird, daf§ wy = 0 in Gl. 2.110 gesetzt
wird. D.h. nachdem die Kraftbilanz

m—s +ml'— = —eElocal (2111)
lautet, konnen wir die Dielektrizitdtskonstante sofort ableiten zu:

Ne? 1

- 2.112
eom w? +il'w ( )

e=1-—

Diese Dielektrizitatskonstante 148t sich in den Real- und Imaginérteil €,
und €9 auflosen via:

=1-—— (2.113)

und
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Abbildung 2.20: Prinzipieller Verlauf von € bzw. des Brechungsindex n
mit der Frequenz.

Ne? r
= 2.114
“ eom w(w? — I'2) ( )

Diese Dielektrizitatskonstante 148t sich zum Beispiel fiir die optische Ant-
wort von Metal-Nitriden nutzen. Hier betrachtet man eine Mischung aus
gebundenen Elektronen und freien Elektronen. Entsprechend kann man als
Néherung fiir € nehmen:

Ne? 1 n Ne? 1
€ = €0 — 5 B X
€om w? +ilw €om (W — w?) +ilw
N~~~ ~—~
freie Elektronen gebundene Elektronen

(2.115)

Interband Ubergiinge in Halbleitern

Bisher hatten wir die Absorption in einem klassischen Bild beschrieben und
haben die absorbierenden Elektronen als frei oder als geddmpfte Oszillatoren
beschrieben. Dabei hat sich die Dielektrizitdtskonstante durch eine lineare
Uberlagerung ergeben. Im Falle von Halbleitern, sind allerdings die Anregun-
gen durch die Tatsache beschrankt, dal der Phasenraum stark eingeschrankt
sein kann, so daf} die endliche Zahl an Ausgangs- und Endzusténden in einem
Absorptionsspektrum sichtbar wird. Dies wollen wir jetzt ableiten:
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Die Absorption eines Photons wird durch den Einstein-Koeffizienten By;
mal der spektralen Energiedichte w,(v) beschrieben:

2

w, (V)N (2.116)

7T62

Wii = Briw, (v) = 3coh2

/ Um0, dV

Der Absorptionskoeffizient « ist die Zahl der Ubergénge pro Sekunde Wj;
normiert auf die Geschwindigkeit v der Lichtwelle in dem Medium:

W
v

«

(2.117)

Die Geschwindigkeit in dem Medium ist mit dem Brechungsindex n ver-
kniipft wie v = . Damit bekommt man:

Wi
Cc

o= n (2.118)

Der Absorptionskoeffizient 148t sich zudem noch mit dem Imaginérteil &
der Brechungsindex Verkniipfen iiber:

47 2w

= —K=— 2.119
Q=-K=—"K ( )
Damit ergibt sich auch fiir den Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstante:
c
€2 = 2nK = na— (2.120)
w
bzw. mit « eingesetzt:
51
w

Nachdem der Realteil der Dielektrizititskonstante ¢, = n? — k? ist und
k < n gilt, kann man n? = €; setzen und bekommt:

1
€a = e1—Wy; (2.122)
w

Fiir die Ubergangsrate hatten wir schlieflich:

2

Wi o ‘ / RV | w, ()N (2.123)

Die Energiedichte pro Frequenzintervall fiir Photonenenergien sehr viel
grofler als kT skaliert mit der Photonenfrequenz wie 1/w. N ist die Zahl
der Uberginge die zur Absorption beitragen. Dies ist die Zustandsdichte die
wie folgt definiert ist:
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/d%d(Ei — hw) (2.124)

Fiir diese Zustandsdichte konnen wir mehrere Annahmen machen.
Zunéchst betrachten wir die Anregung eines Elektrons in das Leitungsband
des Halbleiters. Die Energie diese Elektrons im Leitungsband ist unter der
Néaherung eines parabolischen Verlaufs der Bander:

h2k?
2m
Das Integral [ d*k geht im isotropen Fall in [ 47k?dk iiber. Das Integral

iiber den Impulsraum £ 148t sich in ein Integral iiber den Energieraum FE
mittels Gl. 7?7 umwandeln via:

Ep=E,+

(2.125)

A
Pk = T [2m(By — E)'? dE, (2.126)
Damit wird [ d*k mit Ej, = hw wegen der Delta-Funktion zu:
ho — E 1/2
o o W oc T = Eo) 7 (2.127)
w
bzw.:
hw — E,)Y?
o G B o

w

Falls wir in einem zweiten Schritt annehmen, dal sowohl die Anfangs-
als auch die Endzusténde in ihrer Dichte begrenzt sind, miissen wir die ver-
kniipfte Zustandsdichte (joint density of states JDOS) verwenden, die die
Wahrscheinlichkeiten enthélt, daf ein elektronischer Zustand im Valenzband
besetzt ist (ausgedriickt durch f(E) gem#f Fermi-Dirac-Statistik) und dafl
der Zustand im Leitungsband unbesetzt ist (ausgedriickt durch 1 — f(E")).
Diese Bedingung fiihrt zu einer verkniipften Zustandsdichte, die durch die In-
tegration iiber das Valenzband (Energie E) und das Leitungsband (Energie
E') erfolgen muf}, geméf:

/ dE / dE'N(E)f(E)N(E')(1— f(E)S(E — (E+h))  (2.129)

Hierbei ist N(FE) die Zustandsdichte im Valenzband und N(E’) die Zu-
standsdichte im Leitungsband. Durch Auswertung dieses Integrals bekommt
man schliellich einen Ausdruck fiir die Dielektrizitéitskonstante von:
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(FM — Eg)2

€9 X (2.130)

oder

o oc = By)” (2.131)

w

Diese Formeln bezeichnet man als Tauc-Formeln. Der Exponent des
Terms (hw — E,)? ist ein MaB fiir die Form des Valenz- und Leitungsbandes.
Im Falle von parabolischen Béndern war dies der Faktor 2. Dies lafit sich
verallgemeinern durch einen beliebigen Exponenten m.

Diese Tauc-Formel 148t sich grafisch auswerten. Tragt man die Absorpti-
onskoeffizienten zum Beispiel als Funktion \/aw auf, so bekommt man eine
Gerade, die beim Schnittpunkt mit der Achse die Bandliicke angibt. Diese
Art der Auftragung wird vielfach fiir amorphe Festkorper genutzt, um die
parabolischen Béander zur Bandliicke hin zu extrapolieren.

Tauc-Lorenz Modell

Diese Art der Parametrisierung &t sich noch etwas verfeinern, wenn man
nicht nur parabolische Bander annimmt, sondern zusétzlich die Bindungs-
zustdnde mit einem Lorentz-Oszillator gewichtet. Dies ist das Tauc-Lorenz
Modell. Ein Lorentz-Peak beschreibt die Verteilung der Zustédnde mit Ej
als der Ubergangsenergie, A einem Ma8 fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
und C einer Breite des Lorentzpeaks. Durch Multiplikation mit der Tauc-
Formel wird die Zustandsdichte und die Besetzung parabolischer Bénder
beriicksichtigt:
1 2
€y = Aﬁ(E — Egap) (2.132)
Multipliziert mit einem Lorentzpeak ergibt sich die sog. Tauc-Lorenz For-
meln zu:

AE)(E — Bgop)® 1
(E? — E2? + CE?E

(2.133)

€y —

Dies kann auf nicht parabolische Bander verallgemeinert werden durch
einen Exponenten m.
AEyE — E

gap) " 1
(B? — E3)? + ey (2.134)

€y —
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Cauchy Modell fiir Polymere

n=A,+ B,E* (2.135)
k= A + B.E? (2.136)
matrix  ele- | density of states | a(F)
ment N(E)
Urbach? const. exp(%) exp(%
Tauc?* consX.CE _ VE — Egup (E - cggag)Q .
r_L[:aUC— . (EQ*EVS)W \/E - Egap (E27E3)20+02E2 (E - Egap)
orenz
generalized (152_%%% (B — Egap)’ (E2—E2)2+C2E2 Ez_i%ﬁ‘fcz 75 (E — Egap)™
Tauc-
Lorenz
- a A
g?rouhl_e TBETC VE — Egap 5570 (E — Eaap)”
oomer
Dasgupta’ || const. N exp(— E(;;f)”
O’Leary® const. exp(— %)

VE — Egap

Tabelle 2.2: Parametrisierung der Absorption «

Die unterschiedlichen Dispersionsrelationen sind in Abb. 2.21 gezeigt.

Urbachkante

Bei amorphen Halbleitern ist eine Bandliicke prinzipiell nicht definiert.
Man unterschiedet nur zwischen lokalisierten Zustédnden und delokalisierten
Zustanden. Die Bandliicke wird somit formal zur Beweglichkeitsliicke, da
Elektronen mit Energien in dieser Beweglichkeitsliicke von den lokalisier-
ten Zusténden eingefangen werden. Der Ubergang zwischen den lokalisierten
Zustdnden und den delokalisierten Zustinden an der Bandkante wird empi-
risch durch die Urbachkante beschrieben.

Sie ist ein exponentielles Gesetz fiir die Zustandsdichte. Die Steigung die-
ser Urbachkante ist ein Maf fiir die Unordnung in dem amorphen Festkorper.
Diese Steigung ist and der Valenzbandkante flacher als an der Leitungsband-
kante. Bei elektronischen Zusténde an der Valenzbandkante ist das Elektron
ndher am Atomrumpf. Damit ”sieht” es eher die Unordnung in dem Kristall-
gitter.
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Abbildung 2.21: Example of parameterized dispersion relations: (a) Tauc-
Lorenz, Egap, = 1.385, A = 169, Eg = 3.56 C = 2.12 ej¢ = 0.735. (b) Fourouhi-
Bloomer, Egop = 1.3, A = 1.23, B = 5.26 C = 9.18, nj,y = 1. (¢) Metal-
Nitride, €inf = 3, wp = 1.5, v = 0.1, fo = 10, wy = 4, 70 = 2.5. (d) Cauchy:
Ay =15 B, =01, A, =0, B, = 0.01.
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Kollektive Anregungen, Plasmonen und Phononen

In poly-kristallinen Materialien kann es zudem auch zu kollektiven Anre-
gungen kommen. Hierbei kann Licht an die Gitterschwingungen in einem
Festkorper ankoppeln. Auch dies ist nur moglich, wenn ein Dipolmoment in
dieser Schwingung vorhanden ist. Aus diesem Grund findet eine Ankopplung
nur an optische Phononen statt. Dies sei im folgenden erkléart.

Im folgenden soll die Dynamik in einem Kristallgitter beschrieben wer-
den. Betrachten wir zunéchst eine lineare Kette von Atomen, deren Bindung
untereinander als Federn angenéhert wird. Die Kraftbilanz fiir ein Teilchen
der Masse M am Ort mit Index s, das um u aus seiner Gleichgewichtslage
ausgelenkt wird ist:

s+4

Abbildung 2.22: Lineare Kette aus gleichen Atomen. Die Verschiebung
eines Atoms mit Index s aus der Ruhelage wird mit u; bezeichnet.

d?u,

dt?

¢ ist die Federkonstante der Bindung. Mit einem Fourier-Ansatz
(us(m,t) — us(z)e™?) bekommt man:

= c(usy1 — us) + ¢ (us_1 — ug) (2.137)

— Mwuy = ¢ (Ugyy + Us_1 — 2us) (2.138)
Diese Gleichung 148t sich mit dem Ansatz

U = uge™r (2.139)
16sen. Der Phasenfaktor e?**® beriicksichtigt, daf die Amplitude der Welle
mit Wellenlinge A (k = %) sich jeweils von Atom zu Atom entsprechend

einem Abstand s mal a d&ndert. Damit bekommt man

Mw® = —c (™ + e ™ - 2) (2.140)

bzw.
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2:20

w M(l — cos ka) (2.141)

Die Beziehung zwischen Frequenz w (bzw. Energie hw) und Wellenzahl
k (bzw. Impuls fik) bezeichnet man als Dispersion. w(k) ist in Abb. 2.9
gezeigt. Es lassen sich zwei Grenzfille diskutieren:

v

nla Kk

Abbildung 2.23: Phononen-Dispersion einer linearen Kette von Atomen.
Die Einheitszelle enthélt ein Atom.

o k==47/a
Fiir Werte von k = 4 /a ergibt sich:
0 5, 2ca

%w =7 sin ka . =0 (2.142)

Dies entspricht stehenden Wellen, da die Atome sich alle gegenphasig
zueinander bewegen. Wellenvektoren mit Werten k > * beschreiben
keine neuen Losungen, da die Bewegungen der Atome sich immer durch
Wellen mit & < = beschreiben lassen (siche Abb. 2.17).

o ka1

Dies entspricht dem langwelligen Grenzfall. Mit der Entwicklung des
Cosinus zu cos ka = 1 — (ka)® schreibt sich:

w? = Ma2k2 (2.143)
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Abbildung 2.24: Wellenléingen mit k£ > 7/a lassen sich immer auch mit
Wellen mit k& < 7/a beschreiben.

bzw.

W= ,/%akz (2.144)

Dies entspricht der Dispersion akustischer Wellen:

w=vK (2.145)
mit der Schallgeschwindigkeit v = /7a

Wie andert sich dieses Bild, wenn wir eine lineare Kette mit zwei unter-
schiedlichen Atomen der Massen M; und Ms in der Einheitszelle betrachten?
Die Verschiebungen der Atome aus der Gleichgewichtslage seien jeweils ug
und v,. Die Kraftbilanz ergibt wieder:

d?u

1 dtqé = c(vs+ vs_1 — 2uy) (2.146)
d?v,

2 ¢ (usy1 + us — 2vg) (2.147)

Diese gekoppelten Differentialgleichungen werden gelost durch den An-
satz:

uy, = uekremt (2.148)

vy = wveltkaeTit (2.149)
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Abbildung 2.25: Lineare Kette aus Einheitszellen mit zwei Atomen als
Basis. Die Verschiebung eines Atoms (u) mit Index s aus der Ruhelage wird
mit us bezeichnet. Die Verschiebung eines Atoms (v) mit Index s aus der
Ruhelage wird mit vs bezeichnet.

und man erhalt

—w’Miu = cv(l+e %) —2cu (2.150)
—w’ My = cu(e®™ +1) —2cv (2.151)
(2.152)
mit der Losung
My Mow®* — 2¢ (M + My) w? 4 2c¢*(1 — coska) = 0 (2.153)

Fiir den langwelligen Grenzfall lassen sich jetzt zwei Losungen finden:

e optischer Zweig

Fiir ka << 1 ergibt sich eine Losung zu:

1 1
29| — + — k 1 2.154
w c 7 + 7 a < ( )

Man erkennt, dafl die Frequenz unabhéngig von der Wellenlénge wird.
Setzt man direkt £ = 0 ein in Gl. 2.150 ein und benutzt Gl. 2.154, so
sieht man, daf3:

u
-—=—— 2.155
- (2.155)

d.h. die Atome in einer Einheitszelle bewegen sich gegenphasig zuein-
ander. Diese Art der Gitterschwingungen wird aus zwei Griinden als
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optisch bezeichnet: (i) Bei unterschiedlichen Atomen in der Einheits-
zelle, kann sich ein elektrisches Dipolmoment ausbilden, dafl zwingend
ist fiir die Absorption elektromagnetischer Strahlung. (ii) Trégt man
die Dispersion von Licht w = ck in die Dispersion ein, so erkennt man
dafl ein Schnittpunkt nur mit dem optischen Phononenzweig entsteht.

e akustischer Zweig

Fiir ka < 1 ergibt sich die andere Losung zu

s 1 c 2 2

~ 2.156
“ 2 My + M, ( )

Man erkennt wieder die lineare Abhéngigkeit der Phononen-Frequenz
von dem Wellenvektor, die charakteristisch fiir Schallwellen ist. Deshalb
akustischer Zweig.

Neben den longitudinalen Schwingungen, wie sie in Abb. 2.25 und 2.26
skizziert sind, sind auch transversale Wellen sog. Scherwellen moglich, die
mit einer anderen Federkonstante beschrieben werden. Aus diesem Grund
hat man eine longitudinale und zwei transversale Moden. Man kiirzt diese als
LA (longitudinal akustisch), LO (longitudinal optisch) bzw. TA (transversal
akustisch), TO (transversal optisch) ab.

2.3.4 Matrixeffekte

In der Plasmatechnik kommen oftmals nicht reine Systeme zum Einsatz.
Vielfach entstehen Composite Materialien oder nanostrukurierte Verbindun-
gen. Bei diesen Systemen sind zwar oft die Eigenschaften der Konstitu-
enten bekannt. Allerdings sind die Eigenschaften des Verbundsystems da-
durch nicht notwendige weise gegeben. Dies wird durch die sog. Matrixeffekte
beriicksichtigst.

Effektive Medien

Wir stellen uns die Frage welche effektive Dielektrizitdtskonstante in einer
optischen Messung sichtbar wird, wenn wir ein Material betrachten, das sich
aus mehreren Phasen zusammen setzt. Dazu beginnen wir mit der Clausius-
Mosotti-Beziehung;:

e—1 1

=—N 2.157
€e+2 3¢ “ ( )
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Abbildung 2.26: Phononen-Dispersion einer linearen Kette von Atomen
bei denen eine Einheitszelle zwei Atome enthélt.

Die Uberlagerung von zwei Medien A und B auf atomarer Skala 1Bt sich
im Rahmen der Clausius-Mosotti-Beziehung einfach erweitern zu:
Cppml 1
Eeff + 2 N 360
mit f4 und fp den Anteilen der Medien A und B.

(faNaos + feNpagp) (2.158)

e Lorentz-Lorenz-Modell

Der allgemeinste Fall ist beschrieben wenn wir zwei unterschiedliche
Materialien A und B in Form von Koérnern in einer Matrix mit Di-
elektrizitdtskonstante €,; eingebettet sind. Dies ergibt fiir ein Ort im
Medium in der Umgebung eines Korns des Materials A:

€A — €M 1

———— =—N 2.159

€A+ 2¢ep 3€o Ac4 ( )
Man erkennt aus dem Vergleich mit der Clausius-Mosotti-Beziehung,
daBl dort das umgebende Medium mit €,; = 1 beriicksichtigt werden
kann. Fiir einen Ort im Medium in Umgebung eines Korns des Materials
B ergibt sich:
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€EB — €Enm 1
—— = —N 2.160
€B+2€M 360 BB ( )

v

v

Abbildung 2.27: Dielektrizitdtskonstante fiir ein effektives Medium.

Diese beiden Anteile lassen sich jetzt mischen zu:

Eeff — €M €A — €M €EB — €M
— = f4— _— 2.161
eeff+2€M fAEA+2€M+fB€B+2€B ( )

Dies bezeichnet man als den Lorentz-Lorenz-Formel.

e Maxwell-Garnett-Modell

Im Rahmen des Maxwell-Garnett Modells kann man den Einschluss von
Koérnern eines Materials B in eine Matrix beschreiben, die iberwiegend
durch eine andere Matrix A gegeben ist.

Ceff — €A €B — €4
— JB
Geff+2€A €B+2€A

(2.162)

Fir fp =1 wird €5y = €p und fiir fp =0 wird €.y = €a.

e Bruggemann-Modell

Das Bruggemann-Modell beschreibt schlieSlich die gleichméfiige Durch-
mischung zweier Medien. Hierbei wird angenommen, dafl die effektive
Dielektrizitédtskonstante €.¢; gleich der Dielektrizitdtskonstante €, der
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Matrix ist. Damit wird die linke Seite von GIl. 2.163 zu Null und man
bekommt:

€A — Ceff €B — €eff

0=
Ja €A+ 2€cpf Bep+ 2ecry

(2.163)

Mit diesen Nédherungen lassen sich jetzt effektive Dielektrizitdtskonstante
eines Materials berechnen in Abhéngigkeit von der Mikrostruktur. Allerdings
werden auch einzelne Absorptionslinien in ihrer Lage verschoben, wie im
folgenden diskutiert wird:

Frequenz-Verschiebungen

Wir betrachten wieder eine Material mit Dielektrizitdtskonstante e, dafl in ei-
ner Matrix mit Dielektrizitdtskonstante e;; eingebettet ist. Das Feld im Aus-
senraum des Festkorpers sei Fy, was nach Abb. 2.27 wegen der Stetigkeitsbe-
dingungen identisch mit dem mittleren Feld E,, im Innern des Festkorpers
sein muf.

Ew=fE+(1—-f)E, (2.164)
mit F; der elektrischen Feldstéirke im Innern des Materials und E,, der

Feldstdarke der Matrix. f ist der Anteil des Materials in der Matrix. Die
Polarisation ergibt wieder:

1
—Pyp=(aw— 1) Ep=fle—1)E;+(1—f)(em — 1) Ep, (2.165)
€o
Aus der Lorentzkonstruktion 148t sich wieder das Feld im Material mit
dem in der Matrix verkniipfen via:

€m
E; = E,, 2.166
ge+ (1 —g)em ( )

Hierbei ist g der Depolarisationsfaktor, der Werte zwischen 0 und 1

annehmen kann, mit ¢ = 1/3 fiir die Annahme einer Kugel. Mit ¢ = 1/3
ergibt sich schliefllich aus GIl. 2.164 und GI. 2.166:

€+ 2¢,,
E,, = E 2.167
(€+2€m)_f(€_€m) ° ( )

Dies eingesetzt in Gl. 2.165 ergibt schliefSlich:

. e(W)(1+2f) 4+ 26, (1 — f)
"e(w)(1 = f) + 2em(2+ f)

Ean(W) = (2.168)
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Betrachtet auf der Basis zum Beispiel eine Absorption, die durch e(w)
auf einer bestimmten Frequenz im Vakuum definiert ist, so kann sich diese
Frequenz verschieben, falls die entsprechende Gruppe in einen Festkorper der
Dielektrizitdtskonstante ¢, eingebaut ist. Ein Beispiel hierfiir ist die Schwin-
gungsfrequenz einer SiH-Schwingung, die im Silan-Molekiil bei 2187 cm™*
liegt, wihrend sie an Oberflichen bei 2100 cm ™! und im Volumen eines Si:H
Filmes bei 2000 cm ™! liegt.
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Kapitel 3

Optik diinner Schichten

3.1 Grenzflache zwischen zwei Medien

3.1.1 Winkel

Betrachten wir eine elektromagnetische Well an der Grenzflaiche zwischen
zwei Medien 1 und 2. Nachdem keine dufleren Ladungen vorhanden sind,
miissen die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes und die Normal-
komponenten von dem D-Feld identisch sein. Mit D =¢E ergeben sich die
Bedingungen:

Etl = Et2

el = el

Nachdem wir zudem ein unmagnetisches Material betrachten gilt fiir die
Komponenten des Magnetfeldes:

By = B
Bnl = Bn2

Mit dem Ansatz fiir £ = Aeikr—iwt ergibt sich aus den Stetigkeitsbedin-
gungen fiir den Ort ¥ = 0 gemé&fl Abb. :

Eet+Ert = Egt (35)

Aetezwet + Arteszt — Agtezwgt

Nachdem die Phase erhalten bleiben muf}, sieht man sofort, daf:
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Abbildung 3.1: Reflektion eines Lichtstrahls an einer Grenzflache zwischen
zwei Medien 1 und 2.

We = Wy = Wy (3.7)

d.h. die Frequenz bleibt gleich, es kann sich allerdings die Wellenlénge in
dem Medium &ndern, wegen:

c v
— == 3.8
=7 (3.8)

Nehmen wir an, dafl der Ort auf der Grenzfléache beliebig sein kann. Damit
mufB fiir alle Orte gelten:

kel = ko = kgi* (3.9)
D.h. durch die Projektion auf die xy-Ebene ergibt sich:

kew = kg = kgo (3.10)

Aus der Abb. erkennt man, daf} gilt:
key = kesina (3.11)
k.., = k.sind (3.12)
kg = kgsinp (3.13)

mit
w

k=n— 3.14
n (3.14)

bekommt man schlie3lich:
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nisino = n; sina’ = ngysin B (3.15)

Danach ist o = o/, d.h. der Einfallswinkel ist gleich Ausfallswinkel, und

nysina = ny sinﬁ‘ (3.16)

Dies bezeichnet man als Snellius’ Gesetz. Es bleibt anzumerken, dafl
die Brechungsindizes im Allgemeinen komplexe Zahlen sind. D.h. betrachtet
man die Ausbreitungsrichtung in einem Medium, so ist zum Beispiel sin
eine komplexe Zahl. Fiir die wahre Ausbreitungsrichtung zéhlt hier nur der
Realteil von n. Allerdings ist es bei der Berechnung von Schichstapeln we-
sentlich, den Ausdruck fiir sin 8 vollstdndig als komplexe Zahl der Rechnung
zu behandeln.

Zur Berechnung der Fresnelkoeffizienten wird die Grofie cos(©;) bendtigt.
Diese Grole mufl formal als komplexe Zahl behandelt werden im Falle von
absorbierenden Materialien.

cos(0y) = \/1 ~ Mgin2(@) (3.17)

Diese Beziehung gilt auch fiir einen Schichtstapel, da das Snellius’s Gesetz
alle Schichten verkniipft. Fiir die Ausbreitungsrichtung in einer beliebigen
Schicht ¢ bekommt man mit © als Einfallswinkel:

cos(©;) = \/ 1 - Lsin2(ey) (3.18)

ny

3.1.2 Amplituden

Betrachten wir jetzt die Amplituden des elektrischen Feldes. Im folgenden
teilen wir die Amplituden auf in eine Komponente parallel (Index p) zur
Einfallsebene und ein senkrecht (Index s) dazu.

Als + Ars - Ag,s (319)
mit B = %E x E (k= ‘k—’i') ergibt sich:
keyAs + kryArs = kgyAgs (3.20)
mit ke, = —k,, und k., = k. cosa und kg, = k, cos o ergibt sich:

k;gnl = /{;en2 (321)

Damit wird:
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B Ay oo cos(©1) — ng cos(Oy)
Ts12 = Aes  mycos(01) + ng cos(Oy) (3:22)

und

p o Ags 2n1 cos(©1)
127 A npcos(©1) + ng cos(0y)
analog zu dem Komponenten senkrecht zur Einfallsebene, bekommt man

fiir die Komponenten parallel zur Einfallsebene:

(3.23)

Ny cos(01) — ny cos(Os)
no cos(01) + ny cos(O2)

(3.24)

rp712 -
und

211 cos(O1 p)
ng cos(©1 p) + ny cos(Oqp)

(3.25)

lp12 =
Bei der Betrachtung des Brechungsgesetz gibt es zwei Besonderheiten:

e Brewsterwinkel

Bei einem bestimmten Einfallswinkel entsteht fiir den Winkel zwischen
dem reflektierten Strahl und dem gebrochenen Strahl 90 Grad. Fiir
den Fall, dafl das Licht in der Einfallsebene polarisiert ist, wird die
Intensitat des reflektierten Strahls zu Null:

tana = -2 (3.26)

ny
Dies lafit sich mikroskopisch verstehen. Betrachtet man die
Festkorperatome als schwingende Dipole, so findet in Richtung dieses
Dipolmoments keine Abstrahlung statt. Demnach ist auch eine Ab-
strahlung in Richtung des reflektierten Strahls nicht mehr moglich wie

in Abb. 3.2 veranschaulicht.

e Totalreflektion

Féllt ein Lichtstrahl vom optisch dichteren Medium auf eine Grenz-
fliche zum optischen diinneren Medium, so wiirde kann bei einem be-
stimmten Grenzwinkel, der gebrochene Strahl parallel zu Oberfliche
verlaufen. Ab diesem Grenzwinkel tritt Totalreflektion auf, und in das
optisch diinnere Medium tritt nur eine evaneszente Welle auf.

sina = (3.27)
N2
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Abbildung 3.2: Brewsterwinkel und Winkel der Totalreflektion.

3.1.3 Transmission durch eine diinne Schicht

Bei der Transmission durch eine diinne Schicht ist es wesentlich die Viel-
fachinteferenzen zu beriicksichtigen, wie in Abb. 3.3 illustriert ist. Um die
reflektierte Amplitude zu berechnen miissen wir iiber alle Lichtbiindel sum-
mieren und sie kohérent iiberlagern. Dies ergibt:

T =119 + tiorastare 2P A tiorosrarTastae T 4 L. (3.28)

Hier ist 8 die Phasenverschiebung in dem diinnen Film:

B = QTﬂ-ndCOS@ (3.29)

GlL. 3.28 148t sich umschreiben in eine Summe tiber n Vielfachinterferenzen
gemaf:

T =711y + tigty e Z (ra1rase™™") (3.30)
~————

=0
=q

mit ¢ < 1. Damit ergibt sich eine geometrische Reihe, die sich schreiben
168¢:
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23 gt —1

= tioto e " 3.31
r =112 + lt1olo1€ —1 ( )
und im Limes n — oo ergibt sich:
T =11y + tiatarraze” % ! , (3.32)
— Tro1To3e 28
Nachdem gilt, dafl r9; = —r15 und t15 + r15 = 1 erhalten wir:
—i28 1
r=T192 + (]_ — 7“12)(1 + 7"12)7“236 (333)

1+ 7’127“23€7i2ﬂ

und als Endergebnis schliellich:

—i28
p o 2t Te (3.34)

1 4 ro793€28

Diese Gleichung gilt fiir beide Polarisationsrichtungen, senkrecht und par-
allel zur Einfallsebene. Analog zur Ableitung von GIl. 3.34 bekommt man fiir
die Transmission eines diinnen Filmes:

_ tyotgge™®
14 riorzei2B

(3.35)

ergibt. Die Reflektivitdt als ein Mass fiir das Reflektionsvermogen der
Intensitét ist:
Rig =119 - 17, (3.36)

Im Falle der Transmission durch eine Grenzflache hindurch bekommt man

cos(0)
—_— — * .

Die Vorfaktoren verschwinden fiir den Fall der Transmission durch einen
diinnen Film T7i,, wobei das Medium auf beiden Seiten identisch ist.

3.2 Reflektion und Transmission
von Licht an einem Schichtstapel

Wie berechnet man jetzt die Transmission bzw. Reflektion eines ganzen
Schichtstapels? Dies gelingt mittels einer rekursiven Methode, die bei der
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Abbildung 3.3: Reflektion von Licht an einem diinnen Film.

untersten Schicht beginnt und sich sukzessive durch den Schichtstapel ite-
riert. In einem ersten Schritt werden zunéchst die Fresnelkoeffizienten jeder
Grenzflache berechnet. Hier sei ¢ der Index jeder Schicht mit i=0 fiir das
Substrat und mit ¢ = [ fiir die oberste Schicht:

n; cos(©;_1) — ni_1 cos(6;)
n; cos(©;_1) + ni_1 cos(©;)
(©1)

(3.38)

Tpi—14 =

~ nj_1cos(Oi_1) — n; cos(6;
Toi-1a = i1 COS(@i_l) —+ ny COS(@i) (339)

Der Reflektionskoeffizient an der untersten Schicht 1 ist (Interface 1:2):

T91 + T10€_i261
1+ T21T106_i2’31
Die Rekursion besteht jetzt darin, dafl dieser Reflektionskoeffizient fiir den

Fresnelkoeffizienten der Grenzfliche 2:3 genutzt wird. Die Rekursionsformel
lautet somit:

(3.40)

Ttotal,1 =

Tit1,i T Ttotali—1€ bi

L+ 7is1 T totari—1€ 20

(3.41)

Ttotal,i =
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Abbildung 3.4: Reflektion an einem Schichtstapel.

3.3 Koharente und inkohirente
Transmission

3.3.1 Transmission und Reflektion an einem diinnen
Film

Was éndert sich jetzt, wenn wir annehmen, daf§ die Lichttransmission durch

einen Film nicht mehr in kohédrenter weise erfolgt, da die Phasenbeziehung

zwischen zwei Lichtbiindeln nicht mehr erhalten ist. Dies kann beriicksichtigt

werden indem man den Realteil von § zu Null setzt und die Intensitdten

der einzelnen Lichtbiindel addiert und nicht die Feldstédrken. In Analogie zu

der Betrachtung eines diinnen Filmes miissen wir jetzt die Intensitéten der
Vielfachreflektionen inkohdrent aufsummieren:

R = R12 + T12R23T2164B + T12T21R23646R21R23646 + ... (342)

Auch dies 1a83t sich als Summe tiber n Reflektionen schreiben:

R = Ry + T2 Ro3Tore"’ Z (321323646)1 (3.43)

1=0
mit n — oo bekommt man schlieilich:
1
11— R12Rz3€45

Analog dazu la3t sich die Transmission ableiten

R = ng + T12R23T21646 (344)

61



T = T15To3e*” + T19To3e* Rog Rore™ 4 ... (3.45)
Man bekommt:

T12T23€26

T—=-——-————
1— R12R23€4B

(3.46)

1.2

koharent

1.0

MWWWWWWMMWHWMM

inkoharent

Transmission

0.4
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0.0 L . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Wellenzahl (cm™)

Abbildung 3.5: Transmission eines oxidierten Si-Wafers (Oxiddicke 1000
nm). Die Transmission durch den Wafer selbst wurde einmal kohérent und
einmal inkohérent betrachtet.

3.3.2 optischer Hohlraumresonator

Der Unterschied zwischen kohérenter und inkohérenter Transmission soll am
Beispiel eines optischen Hohlraumresonators illustriert werden (siehe Abb.
3.5). Ein optischer Hohlraumresonator besteht aus einer resonanten, transpa-
renten Schicht, deren Dicke so eingestellt wird, dafl die elektrische Feldstéarke
an den Grenzflichen maximal wird. Wird nun ein diinner Film auf diesem
Substrat aufgebracht, so fiihrt ein kleine Absorption in diesem Film zu einer
grofien Anderung der Reflektivitit. Ein einfaches Verfahren ein solchen Hohl-
raumresonator herzustellen ist die Oxidation eines Siliziumwafers. Die dicke
Oxidschicht wirkt dann als Hohlraumresonator bei gegebener Wellenlénge.
Betrachtet man eine Infrarot-Messung zum Beispiel, so liegt die Wellenldnge
im pm-Bereich womit sich eine Oxiddicke im Bereich pym bedingt. In Die
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Kohérenzldnge einer thermischen Lichtquelle, wie sie in Infrarotspektrome-
tern eingesetzt wird, ist im Bereich von einigen pym bis mm, je nach ange-
strebter Wellenzahlauflosung. Damit kann der Fall eintreten, dafl die Reflek-
tion bzw. Transmission in dem Hohlraumresonator selbst kohérent erfolgt,
die Transmission und Reflektion an dem infrarot-transparenten Siliziumwafer
darunter inkohérent berechnet werden muf.

Die diinnen Schicht auf dem Hohlraumresonator und der Hohlraumre-
sonator selbst werden als Schichtstapel aufgefasst dessen Reflektions- und
Transmissionsvermégen wir kohérent berechnet. Dies ergibt die folgenden
Intensitétsfaktoren: Rgyy, fiir die Reflektion an der Filmoberfliche; 7o, und
Thim ist die Transmission des einfallenden Lichtes von der Umgebung in den
Silizium-Wafer; Ry, ist die Reflektion des Lichtes von innerhalb des Silizium-
wafers auf die Riickseite des Hohlraumresonators; Rpoitom iSt die Reflektion
des Lichtes von dem Silizium-Wafer an der Riickseite des Wafers.

Fiir die Transmission bzw. Reflektion im Bereich des Wafers selber be-
trachten wir den inkohérenten Fall. Hier wird der Realteil des Phasenkoeffi-
zienten B Null gesetzt. Ahnlich zu Betrachtung der Reflektion eines diinnen
Filmes kommen wir wieder auf eine geometrische Reihe mit dem Ergebnis:

T‘top Tﬁlm Fibottome_zumﬂSlletrate

Rt tal — Rﬁ] + (347)
ota m 1 — RbottomRtopeflumxgsubstrate
Die Transmission ergibt in analoger Weise:
T T 6_2Imﬁsubstrate
ﬂotal _ top< bottom (348)

1- RbottOmRtop674Im/8substrate
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Abbildung 3.6: Reflektion an einem optischen Hohlraumresonator
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Kapitel 4

Optische Messverfahren

Im folgenden werden die wesentlichen optischen Messverfahren, die in der
Plasmatechnik mafigeblich sind diskutiert.

4.1 Reflektometrie

Die einfachste Moglichkeit zur Bestimmung der optischen Eigenschaften ist
eine Messung des Reflektionsvermogens. Dies kann spektral aufgelost in einer
Transmissions- oder Reflektionsmessung erfolgen, aber auch in-situ wéhren
eines Plasmaprozesses.

Detektor CCD
O

Laser Lampe

Abbildung 4.1: Typische Anordnung einer Interferometriemessung.

Die Transmissionsmessung lé3t sich in einem Plasmaprozefl nur schwierig
in situ realisieren. Ein Sonderfall ist die Temperaturmessung von geheizten
Wafern. Hierbei macht man eine Bestimmung der Bandliicke eines Wafers
die von der Temperatur abhéngt. Der empirische Zusammenhang ist:
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2
Egap(T) = Egap(o) - Tazﬁ

Hierbei sind o und  empirische Parameter. In dem MeBaufbau ist die
Strahlungsquelle die Heizwendel die sich unterhalb des Wafers befindet,
wéahrend die Optik den Wafer von auflen betrachtet. Die Bandkante ergibt
sich dann aus der Wellenldnge ab der diese Optik, die Emission der Heizwen-
del nicht mehr sieht.

Fiir die Auswertung von Transmissions oder Reflektionsmessungen ist es
wesentlich ein komplettes optisches Modell des Filmes bzw. der Messung zu
erstellen. Mit Hilfe dieses Modell konnen dann die Messungen quantitativ
ausgewertet werden. Ein Beispiel fiir eine solche Auswertung ist in Abb. 4.2
gezeigt, bei der die Transmission eines 100 nm dicken Filmes mit Hilfe eines
Tauc-Lorenz-Modells angepasst wurde.

(4.1)

25

20 -

15

1oL  Transmission

05|

Transmission, Reflektion, n, k

Reflektion

L f L L 1 L L
0 1 2 3 4 5 6 7
Energie (eV)

0.0

Abbildung 4.2: Transmissionsmessung eines 100 nm Filmes unter der An-
nahme einer Tauc-Lorenz-Dispersion.

Welche Moglichkeiten gibt es beziiglich einer in-situ Messung? Hier wird
oftmals ein Laser an der Probe reflektiert und eine Photodiode mifit dann
die Interferenzen wihrend des Plasmaprozesses. Alternativ dazu ist es auch
moglich eine weifle Lichtquelle zu verwenden und auf der Empfiangerseite
eine spektrale Auflésung mittels Spektrographen vorzunehmen. Dies hat den
Vorteil, dafl redundante Information iiber die Schichtdicke gemessen wird.
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Abbildung 4.3: Interferenzsignal eines Einwellenléingen-Interferometers.

Bei einem Einwellenléingen-Interferometer ist das Mefsignal typischer-
weise wie in Abb. 4.3 dargestellt. Man erkennt eine periodische Anderung
der reflektierten Intensitit mit dem Aufwachsen eines diinnen Filmes. Aus
dem Einfallswinkel und der Phasenverschiebung 14t sich aus dem Abstand
der Maxima bzw. Minima die optische Dicke nd ableiten. Diese Auswertung
gelingt allerdings sehr viel genauer falls direkt ein optisches Modell der Mes-
sung verwendet wird. Dabei wird die absolute Anderung der Reflektivitit
ausgewertet. Zu Beginn entspricht die Intensitdt der Reflektivitat des Sub-
strates. Bei einem unendlich dicken Film ist die Reflektivitdt dann bestimmt
durch den Brechungsindex des Filmes. Wahrend der Beschichtung findet ein
Ubergang zwischen diesen beiden Grenzfillen statt. Nur mit der quantitati-
ven Modellierung ist es moglich etwas iiber den absoluten Brechungsindex,
bzw. iiber die Extinktion zu erfahren.

Diese Auswertung eines Einwellenldngen-Interferogramms kann immer
noch mehrdeutig sein. Bei einer spektral aufgelosten Messung, erhélt man
eine Verteilung der Maxima der Intensitét wie in Abb. 4.4 gezeigt. Man er-
kennt, dafl mit zunehmender Wellenléinge der Abstand der Maxima immer
grofer wird. Dies ist verstédndlich, da bei grofle Wellenldngen der Schicht-
dickenunterschied zwischen den Maxima immer gréfler wird. Bei einem kon-
stanten Brechungsindex ergeben sich Geraden in der Auftragung Zeit gegen
Wellenlénge. Falls der Brechungsindex variiert (in Abb. ist der Brechungsin-
dex bei kleinen Wellenldngen hoher) ergibt sich eine charakteristische Ver-
biegung dieser Geraden.

Diese Art von Messungen kann auch orts-aufgelost erfolgen indem man
bei dem Laserinterferometer einen CCD Kamera als Detektor verwendet.
Diese Art von Messmethode wird oftmals bei der Beurteilung der Photore-
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A

Abbildung 4.4: Verteilung der Maxima einer spektral aufgelosten Interfe-
renzmessung.

sist Beschichtung in der Halbleiterindustrie eingesetzt. Hier ist es wesentlich,
daf} eine definierte Dicke der Schicht eingestellt wird um die Selektivitéit
des nachfolgenden Atzprozefes zu gewihrleisten (endpoint detection). Hier
eignet sich Reflektometrie besonders, da die verwendeten Polymere im sicht-
baren transparent sind und damit ausgepréigte Interferenzen produzieren.

AH

Laserpuls

Detektor

Abbildung 4.5: Cavity-Ring-Down-Spectroscopy.

Hat man sehr schwache Absorption kann man auch empfindlichere Metho-
den einsetzen um die optischen Eigenschaften zu bestimmen. Ein besonders
empfindliche Absorptionsmessung ist die Cavity Ring Down Spectroscopy
(CRDS, Abb. 4.5). Hierbei wird ein Laserpuls in einer Laserkavitéit hoher
Giite eingesperrt. er wird vielfach reflektiert und wird auf einem Spiegel nur
schwach ausgekoppelt. Hat man einen Detektor hinter diesem Spiegel so be-
obachtet man ein exponentiell abklingendes Signal. Befindet sich nun zwi-
schen den Spiegeln eine Probe, so wird der Laserpuls zusétzlich geschwécht
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und das Abklingen der Intensitét erfolgt schneller. Aus dem Unterschied zwi-
schen der Abklingzeit mit und ohne Probe léf3t sich auf die Absorption zuriick
schlieBen. Wesentlich ist hierbei, dafl die Absorptionsmessung iiber eine Zeit-
messung realisiert ist. Die direkte Messung einer Intensitatsidnderung mit und
ohne Probe ist zu unempfindlich. Fiir die Abklingzeit 7 gilt:

d
"TTU-R +H (42)

Hierbei ist d die Lange der Kavitét, [ die Léange der Probe, R die Reflek-
tivitdt der Laserspiegel, k die Extinktion. Man erkennt dafl die Abklingzeit
sehr lang wird, wenn R in der Néhe von 1 ist. Erst dann ist der Laserpuls lan-
ge genug in der Kavitdt eingesperrt um entsprechend iiber die Schwachung
zu einem auswertbaren Signal zu fiithren.

Ein weiter empfindliche Methode ist die Photothermal Deflection Spec-
troscopy (PDS). Hierbei wird ein Laserstrahl knapp an einer Probe vorbei
gefiithrt (siche Abb. 4.6). Die Probe befindet sich in einer Flissigkeit. Ei-
ne monochromatische Lichtquelle fillt auf die Probe ein. Wird Licht dieser
Quelle absorbiert, so erwéarmt sich die Probe leicht. Diese Erwérmung fuhrt
zu einem Brechungsindexgradienten innerhalb der Fliissigkeit oberhalb der
Probe. Im Bereich dieses Brechungsindexgradienten wird der Laserstrahl ab-
gelenkt. Diese Ablenkung wird auf einem ortsempfindlichen Detektor sichtbar
gemacht.

monochrom.
Lichtquelle
Laser |VT { } —
v
Probe .
Position
Flussigkeit sensitive
Detector

Abbildung 4.6: Photothermal Deflection Spectroscopy.

4.2 Ellipsometrie

Im Unterschied zur Reflektometrie wird bei der Ellipsometrie zusétzlich der
Polarisationsgrad des reflektierten Lichtes gemessen. Dies erhoht die Genau-
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igkeit der Methode um Gréfienordnungen.

4.2.1 polarisiertes Licht
Jones-Formalismus

Die Propagation von Licht durch ein optisches System 148t sich durch Ma-
trizen beschreiben, innerhalb eines Koordinatensystems relativ zu der Ein-
fallsebene (siehe Abb. 4.7). Die Richtungen sind parallel p und senkrecht
s zur Einfallsebene. Die Reflektionskoeffizienten sind die Eigenwerte dieses
Koordinatensystem 7, and rs. Die Achse der Transmission des Polarisator
liegt unter einem Winkel P zur Einfallsebene. Die des Analysators bei A.
Wir betrachten zunéchst eine ebene Welle, die man mit einem sogenannten
Jones-Vektor beschreiben kann mit Komponenten £, and E, entsprechende
den elektrischen Feldamplituden.

B = [ gp } (4.3)

Alternativ zu dieser Formulierung 148t sich der Polarisationszustand auch
durch die Beschreibung der Form der Ellipse ableiten.

v

Abbildung 4.7: Beschreibung des Polarisationszustandes von Licht.
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E, |E) i(6p—0s)
= — = e\ % 4.4
ES |E5|€ ( )

Diese Grofle y ist mit der Verkippung der Ellipse Q und der Elliptizitét
e verkniipft via:

tan (@) + i tane
= 4.5
X 1 —iditanQtane (45)

Diese Elliptizitat € ist mit den Halbachsen der Ellipse verkniipft via:

b
+ — = +tane (4.6)
a

Das Vorzeichen unterschiedet links-drehend und rechts-drehende Polari-
sation. Damit ergibt sich fiir () und e:

2R
tan 2Q) = (4.7)
1—[x]?
und
2(’“
sin 2¢ = ——X_ (4.8)
1+ [x|

Die Transmission durch einen Polarisator ist durch eine Matrix 7' gegeben.
Falls diese Transmissionsachse parallel zur Einfallsebene liegt, erhélt man:

T—H 8} (4.9)

Diese Transmissionsachse kénnte allerdings gegeniiber der Einfallsebene
verkippt sein. Die notwendige Dreh-Transformation wird durch eine Matrix
D bewerkstelligt mit einem Winkel a als Drehwinkel.

D(a) = { cos e Smo‘} (4.10)
—sina cosa
Die Reflektion an der Probe ist gegeben als:
v |, 0
A=l 0] am
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Miiller Matrix formalism

Die Propagation von nur teilweise kohdrentem Licht kann mittels dem Miiller
Matrix Formalismus beschrieben werden, die auf Intensitdten und nicht
Feldamplituden beruht. Das Licht wird hierbei mittels eines Stokesvektors
beschrieben:

Iy
I, —1I,
Lite = in

I rechts — I links

S = (4.12)

Jedes optische Element besitzt eine entsprechende Miiller-Matrix. Ein
Linear-Polarisator ist:

1100
1100
Mpolarizer - 0000 (413)
0000
Die Drehung um einen Winkel © ist:
1 0 0 0
110 cos20 sin20 0
Mroration = 210 —sin20 cos20 0 (4.14)
0 0 0 1

Die Reflektion von Licht an einer Probe, die durch die ellipsometrischen
Winkel ¥ und A beschrieben wird ist:

1 — cos 2V 0 0
—cos2W¥ 1 0 0
Miample = 0 0 sin2Wcos A sin2¥sin A (4.15)
0 0 —sin2¥sin A sin 2¥ cos A

der ausfallende Stokes-Vektor fiir Licht, dal unter 45 Grad zur Einfall-
sebene linear polarisiert ist, ist:

7

SOUT = MsampleMrotation (__

™
4) MpolarizationMrotation (Z) SIN (416)

This results in:
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1
Sour — - cos 2W
sin 2W cos A
—sin 2¥ sin A

Die Depolarisation wird beriicksichtigt in dem man annimmt, dafl nicht
alle Intensitdten zum Polarisationszustand beitragen. D.h. die Summe der
einzelnen Komponenten von S,,; addieren sich nicht zu 1. Ein Anteil p ist
depolarisiert.

(4.17)

4.2.2 Ellipsometertypen
Methode des rotierenden Analysators

Der zurzeit einfachste und am weitesten verbreitet Aufbau eines Ellipsome-
ters ist der mit einem rotierenden Analysator (siche Abb. 4.8). Das Licht fillt
zunéchst durch einen feststehenden Polarisator, wird an der Probe reflektiert,
fallt dann durch einen feststehenden Kompensator, der in den Strahlengang
eingeklappt werden kann und dann durch einen rotierenden Analysator.

Das vollstandige optische System ergibt fiir die elektrische Feldstérke des
ausfallenden Lichtes Eout:

— A A A A ~

Eout = D<_A)TAnalysatorD(A)] R [D(_p)TPolarisatorD(P)] Ez (418)

Die Anderung des Polarisationsgrades wird als komplexe Zahl p ausge-
driickt, die gegeben ist als:

Es,ein/Ep,ein _ Ep,aus/Ep,ein _ r_p
Es,aus/Ep,aus Es,aus/Es,ein Ts

p kann auch durch die ellipsometrischen Winkel ¥ und A ausgedriickt
werden zu:

p= (4.19)

p= 2 tan wed (4.20)

Die Intensitét auf dem Detektor ist gegeben als das Produkt der Feldam-
plituden Eoy E7,:

Ipetector = g |1 — cos 2W (cos 2A + cos 2P) + cos 2A cos 2P + sin 2¥ cos A sin 2A sin 2P|
(4.21)
g ist ein Skalierungsfaktor. Diese Gleichung hat die Form von:
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Film / Substrat

p
P'=P-P_

fester A'=A-A,
Polarisator ~ \ =
Kompensator rotierender
Analysator

Lichtquelle
Detektor

Abbildung 4.8: Ellipsometer mit rotierendem Analysator.

Ipetector = f 1 + acos2A + Bsin 24| (4.22)

mit einem Skalierungsfaktor f und

cos 2P — cos 2V sin 2P sin 2W cos A
und b=

CYZl—cosZIIJCOSQP 1 — cos2W cos 2P

(4.23)

Bei einem rotierenden Analysator Ellipsometer, wird die Intensitdt N mal
pro Umlauf gemessen. Mittels Fourier-Transformation des Signals lassen sich
die Koeffizienten a und b bestimmen:

2 & 2m(i — 1) 2 . (2m(i—1)
a:W;[icos(T) und ﬁZW;[iSID<T
(4.24)

Aus diesen Koeffizienten a and b ergeben sich die ellipsometrischen Winkel
v, A zu:

2P —
cos 20 = 2L T und cos A = b (4.25)

1 —acos2P V1= a2

Es ist wichtig zu bemerken, dal nur ¥ eine eindeutige Losung besitzt.
Fir A existieren zwei Losungen, da dieser Winkel Werte zwischen 0° and
360° annehmen kann. Diese Mehrdeutigkeit kann innerhalb einer kinetischen
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Ellipsometriemessung aufgelost werden. Eine weiter Moglichkeit ist es einen
Retarder einzufiigen, der zu einer Verschiebung der Phase um ¢ = 7/2 fiihrt.
Mifit man einmal mit und einmal ohne Retarder, so bekommt man fiir die
Bestimmungsgleichung fiir A zwei Losungen:

p
V1—a?

Nach Abb. 4.9 erkennt man, dafl im Falle daf§ A zwischen Null und 180 °
liegt, das Vorzeichen sich bei beiden Messungen umdreht, wiahrend im Falle
daBl A zwischen 180° und 360° liegt sich das Vorzeichen nicht umdreht. In
kommerziellen Ellipsometern wird deshalb bei jedem Messpunkt ein retarder
eingeklappt.

cos (A+6) = (4.26)

COoS A

Abbildung 4.9: Durch einen eingeklappten Retarder 148t sich die Unbe-
stimmtheit der Messung mit einem rotierenden Analysator auflésen. Bei der
Auswertung von cosA dndert sich das Vorzeichen von b nur falls A zwischen
0 und 7 liegt.

Die Ableitung des Ellipsometersignals ist bislang davon ausgegangen, daf3
wir alle GroBlen beziiglich der Einfallsebene unserer Messung kennen. Dies
ist im allgemeinen zunéchst nicht der Fall. Beim Aufbau eines Ellipsometers
muf} deshalb zuerst dieses kalibriert werden. Bei dieser Kalibrierung muf3
die Lage der Einfallsebene sowie die Transmissionsrichtung der Polarisatoren
beziiglich der Einfallsebene bestimmt werden. Das experimentelle Messsignal
ist zunéchst gegeben durch:

I°°P =1+ o cos 2wt + [’ sin 2wt (4.27)

1P = 1+ (o + 5’2)1/2 cos(2wt — @) (4.28)

mit
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O = arctan (g) (4.29)
«

Im Vergleich dazu haben wir als theoretisches Signal:

Ithee — 1 4 naccos (2(wt — Ae — ¢/2)) + nBsin (2(wt — A, — ¢/2))  (4.30)
mit

o cos2(P — P.) — cos2¥ (4.31)
1 —cos2(P — P.)cos2V¥

und

_ sin2(P — P,)sin2V¥cos A

= 4.32
1 —cos2(P — P.)cos2V¥ (432)
Auch dies kann man auf die Form fiihren:
It = 14 p(a? + 52)Y2 cos(2wt — ©) (4.33)
© = arctan b +2A.+ ¢ (4.34)
a

Hierbei ist P. und A, ist die Lage der Einfallsebene nach dem Koordi-
natensystem von Polarisator und Analysator (Ablesewinkel) und 7 ist die
Dampfung des modulierten Anteils im Vergleich zum DC Anteil. Diese drei
Groflen gilt es zu kalibrieren.

e Residuen-Kalibrierung

Zunéchst soll die Lage der Einfallsebene bestimmt werden. Hat man
den Polarisator in die Ndahe der Einfallsebene gebracht, so ist das re-
flektierte Licht nahezu linear polarisiert da in der s-Komponente keine
Intensitét vorliegt. In der Umgebung von P ~ P, kann man das soge-
nannte Residuum R aufstellen:

R=1—(a”+p%)=1-7*a*+ 5% (4.35)

Dieser Ausdruck ist unabhdngig von A..

sin Asin 2¥ sin 2(P — P,)]?

R=1-1n
T nl—cos2\110052(P—Pc)

(4.36)

76



fiir P — P, < 1 gilt:

2sin A sin 2¥

R=1-n
g +[ 1 — cos2W¥

] (P—P,)? (4.37)
Dies ist eine Parabel der Form R = Cy+ Cf +C5P?. Das Minimum der
Parabel ist am Ort P = P.. D.h. in der Kalibrierung wird das Residuum
bei Variation von P aufgenommen und eine Parabel an dieser Kurve
angepasst. Aus dem Minimum 148t sich P, bestimmen.

Die Werte fiir A., n und ¢ lassen sich bei bekannter Einfallsebene be-
stimmen. Dazu fahrt man den Polarisator einmal in die Einfallsebene
und einmal auf 90° dazu. Aus dem Vergleich von GIl. 4.33 und 4.28
lassen sich dann die unbekannten bestimmen. Fiir P — P, = 0° ergibt
sich @ =1 und f = 0 und fiir P — P. = 90° ergibt sich &« = —1 und
£ = 0. Damit wird das Signal unabhéngig von den Eigenschaften der
Probe und die verbleibenden Unbekannten lassen sich bestimmen.

Phasenkalibrierung

Bei der Phasenkalibrierung vergleicht man die Argumente des arctan
in Gl. 4.33 und 4.28:

!/

O = arctan i = arctan p +2A.+ ¢ (4.38)
o a

bzw.

sin2¥sin2(P — P.) cos A

2A. 4.39
cos2(P — P.) — cos2W * o (4:39)

O’ = arctan

Der Wert fiir ©’ wird experimentell bestimmt aus den gemessenen Wer-
ten fiir o und f’. Man betrachtet dazu zwei Werte fiir © die fiir zwei
Einstellungen von P gemessen werden, die um jeweils 90° untereinander
verschoben sind:

tan [@/(P +7/2) — @/(P)] . Ksin2(P — P,)

= 4.40
L+ Msin*(P — P.) (4.40)

Man erkennt, daf diese bis auf Vorfaktoren K, L und M in der Umge-
bung von P ~ P, sich wie sin(P — P,) verhélt. D.h. der Nulldurchgang
dieser Funktion markiert die Einfallsebene und damit P.. Nach der Be-
stimmung dieser Einfallsebene lassen sich alle anderen Grofien wie A,
n und ¢ analog zur Residuumkalibrierung bestimmen.
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e Simultane Kalibrierung

Nachteil der Residuen- und Phasenkalibrierung ist die Tatsache, dafl die
einzelnen Parameter nacheinander bestimmt werden. D.h. ein Fehler in
der Bestimmung der Einfallsebene pflanzt sich in die Bestimmung von
A, n und ¢ fort. Dies vermeidet die simultane Kalibrierung. Hierbei
wird ein Scan des Polarisators um 180° gemacht und die Fourierkoeffi-
zienten jeweils bestimmt. An diese Verteilung von Fourierkoeffizienten
wird Gl. 4.33 angefittet unter Variation von P., A., n, ¢, ¥ und A.
Nachdem die Fourierkoeffizienten bei typischerweise 200 Winkeln auf
180° bestimmt wurden, 148t sich so die Unterbestimmtheit des Pro-
blems auflésen. Diese Art der Kalibrierung ist inzwischen in den mei-
sten modernen Ellipsometern implementiert.

Methode des rotierenden Kompensators

Alternativ zu der Methode des rotierenden Analysators ist es auch moglich
den Kompensator (A/4-Plittchen) als rotierendes Element zu verwenden (sie-
he Abb. 4.10). Dies besitzt eine Reihe von Vorteilen wie unten erldutert wird.
Grundsétzliche experimentelle Schwierigkeit ist allerdings die Tatsache, dafl
eine moglichst gute Phasenverschiebung realisiert werden muf. Diese Phasen-
verschiebung ist zudem wellenléingenabhéngig, was den Aufbau eines spek-
troskopischen Ellipsometers erschwert. Aus diesem Grund sind spektroskopi-
sche Ellipsometer mit rotierendem Kompensator erst seit kurzem kommerziell
erhéltlich.

Film / Substrat

p
ot-C,
P'=P-P,

fester A'=A-A
Polarisator o
Kompensator fester
Analysator

Lichtquelle
Detektor

Abbildung 4.10: Ellipsometer mit rotierendem Kompensator.
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Beim Strahlengang des Ellipsometers mit rotierendem Kompensator, tritt
der Lichtstrahl durch einen feststehenden Polarisator wird an der Probe re-
flektiert, tritt durch den rotierenden Kompensator und danach durch den
feststehenden Analysator. Betrachtet man diesen Strahlengang durch ein El-
lipsometer mit rotierendem Kompensator, so kann man die Transmission mit
den Matrizen beschreiben wie:

— A A —

Eout - ﬁ<_A)TAnalysatorD(A)} [ﬁ(_C)TCompensatorD<C)] [’A{ [D(_P)TPolarisatorD(P> Ezn
(4.41)

Fiihrt man diese Matrix-Multiplikation durch und bestimmt da Betrags-
quadrat der elektrischen Feldstéirke nach dem Analysator.

I = Iy (1 + o cos(2wet) + By sin(2wet) + o cos(dwet) + 55 cos(dwet))
(4.42)
Man erkennt, daf§ im Unterschied zum rotierenden Analysator Ellipsome-
ter, Komponenten zu 2w, and auch Komponenten zu 4w, auftauchen. Die
Vorfaktoren sind zunéchst:

am = ai, cos(mCy) + ' sin(mCy) m = 2,4 (4.43)

— Bm = —a, sin(mCy) + B cos(mCy) m=2,4 (4.44)

Die Umrechnung von o' in o bzw. ' in  transformiert die Fourierkoef-
fizienten auf die Achsen der Einfallsebene. Die Vorfaktoren o und [ sind:

ay = (psin dsin 2 sin 24") /g (4.45)

By = (—psindsin 2x cos 24") /ag (4.46)

oy = [psin®(§/2) cos 2y cos 2(A' + Q)] /o (4.47)
By = [psin®(6/2) cos 2y sin 2(A' + Q)] /o (4.48)
ap =1+ [pcos®(§/2) cos 2y cos 2(A' — Q)] (4.49)

p is der Grad der Polarisation (0 < p < 1) mit p = 1 vollstiandig polari-
siertem Licht. ) ist der Winkel der Hauptachse der elliptischen Polarisation
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nach der Reflexion und y, die entsprechende Phasenverschiebung. Aus den
Mefsignalen o und S lassen sich diese Gréfien bestimmen via:

o 1 — 64 /
Q= 5tan 1 (a—) —A (4.50)
1 A’ 5/2
X=3 tan ! [OQ COS(QO[:FSE)X?H( / )] (4.51)

p = a [sin2A’sin d sin 2y — a cos®(6/2) cos 2x cos 2(A" — Q)] 1 (4.52)

cos 2P’ — cos 2Q) cos 2y

2V = 4.53
o8 1 — cos 2(Q) cos 2 cos 2P’ ( )
tan 2
fan A = — =X (4.54)
sin 2¢)

Auch die Kalibrierung eines Ellipsometers mit rotierendem Kompensa-
tor beginnt mit der Bestimmung der Einfallsebene. Anschliefend lassen sich
wieder bestimmte Polarisationszusténde préaparieren, an Hand derer die Ver-
bleibenden Unbekannten kalibriert werden kénnen.

Ein Ellipsometer mit rotierendem Kompensator hat zahlreiche Vorteile
gegeniiber einem mit rotierendem Polarisator oder Analysator.

e Helizitiat 143t sich bestimmen

Aus den Fourier-Koeffizienten «,, und (3, 148t sich auch die absolute
GroBe von A bestimmen. Damit ist auch die Helizitdt der Polarisati-
onsellipse bekannt.

e Sensitiv auch im Bereich A ~ 0° und A ~ 180°

Die Messgenauigkeit des Ellipsometers ist gleich bleibend im ganzen
Bereich von A. Ein Ellipsometer mit rotierendem Analysator kann li-
near polarisiertes Licht schlecht nachweisen, da dabei bei einer Ein-
stellung des Analysators senkrecht zu dieser Polarisation das Lichtsi-
gnal vollsténdig ausgeloscht wird. Dieser Nulldurchgang wird stark vom
Rauschen und vom Untergrund der Messung beeinflufit.

e Depolarisation messbar

Nachdem der Grad der Polarisation mit bestimmt wird, lassen sich Ef-
fekte wie Streuung an Partikeln oder Inhomogenitédten in der Schicht
beriicksichtigen. Zudem lassen sich transparente Substrate analysie-
ren bei denen die Lichttransmission durch das Substrat hindurch in-
kohérent iiberlagert werden muf.
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e Quellenpolarisation

Nachdem der Analysator und der Polarisator feststehen, spielt die Po-
larsiationsabhéngigkeit der Quelle und des Detektors keine Rolle.

4.2.3 Messprozefl und Auswertung

Bei einer Ellipsometriemessung werden die ellipsometrischen Winkel ¥ und
A bestimmt. Alternativ dazu kann die Eigenschaften der Probe auch durch
den komplexen Brechungsindex oder Dielektrizitdtskonstante ausgedriickt
werden. Im Falle eines halbunendlichen Mediums haben die letzten beiden
GroBen eine konkrete physikalische Bedeutung. Im Falle von diinnen Filmen
sind dieser Brechungsindex und diese Dielektrizitdtskonstante nur effektive
Werte, die sich erst aus der Reflektion an einem komplexen Schichtsystem er-
geben. Die gemessenen ellipsometrischen Winkel miissen mit einem optischen
Modell dieser Groflen verglichen werden um die Unbekannten Brechungsin-
dizes und Schichtdicken zu bestimmen.

Hat man nur einen Mepunkt ausgedriickt durch ¥ und A ist das Pro-
blem zunéchst unterbestimmt, da man be einem diinnen Film drei Gréflen, n
und « sowie die Schichtdicke d bestimmen mochte. Dies ist in der Regel nicht
moglich. Hat man allerdings die Mdoglichkeit die Wellenldnge oder den Ein-
fallswinkel zu variieren 148t sich diese Unterbestimmtheit auflésen, da man
jetzt fiir ein und dieselbe Probe eine Vielzahl an Messdaten hat.

Bei einer Ellipsometriemessung existieren zwei wesentliche Modi. (i) Bei
einer in-situ Messung wird ein Plasmaprozefl kontinuierlich verfolgt. Diese
Echtzeit-Messung bezeichnet man auch als kinetische Ellipsometrie. Die In-
formation iiber den Schichtaufbau inklusive seiner Historie verbringt sich in
einer Trajektorie im Parameterraum ¥ und A. Durch die Zeitentwicklung
dieser Parameter 1483t sich auch die Unterbestimmtheit auflésen, wenn man
annimmt das der Brechungsindex nur eine langsam variierende Funktion mit
der Schichtdicke ist. (ii) Als zweite Methode wird ex-situ die Probe spektral
aufgelost vermessen, in Kombination mit einer Variation des Einfallswinkels
lassen sich Daten hoher Giite produzieren, die den Vergleich zwischen Modell
und Messung eindeutig machen.

Der optimale Einfallswinkel ist in der Gegend des Brewsterwinkels. Bei
diesem Winkel wird ein wesentlicher Teil des Lichtes in die Probe hinein
gebrochen. Damit enthélt das reflektierte Licht viel Information iiber die
Beschaffenheit des Schichtsystmes.

Als Beispiel einer kinetischen Ellipsometriemessung ist Abb. 4.11 gezeigt.
Eine typische Beschichtung auf einer Siliziumprobe beginnt bei ¥ ~ 10° und
A ~ 180°. Nachfolgend verschieben sich die ¥, A mit zunehmender Schicht-
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Abbildung 4.11: Beschichtung bei unterschiedlichen optischen Konstan-
ten.

dicke. Als Beispiel ist die Beschichtung mit zwei unterschiedlichen Materia-
lien dargestellt. Aus der Form der Trajektorie 148t sich der Brechungsindex
ableiten. Zusammen mit dem optischen Modell 148t sich aus der Abfolge der
Punkte die Wachstumsrate bestimmen. Bei vollstdndig transparenten pro-
ben lauft die Kurve in sich selbst wieder zuriick. Bei absorbierenden Proben
entsteht eine kontinuierlich variierende Kurve.

Falls der Film sehr stark absorbierend (siehe Abb. 4.12) ist, so beobach-
tet ab einer bestimmten Schichtdicke, daf} sich die ¥, A-Werte nicht mehr
andern. Ab diesem Punkt kann die eindringende Lichtwelle nicht mehr das
Interface zwischen Probe und Substrat erreichen. D.h. das Licht ”sieht” nur
noch die Oberfldche.

Die Ellipsometriedaten zeichnen sich durch eine hohe Schichtdickenemp-
findlichkeit aus. Anderungen in der Schichtdicke im Subangstrom Bereich
sind detektierbar. Der Vergleich mit unabhingigen Messmethoden hat zu-
dem gezeigt, dafl die Auswertung der Daten bis zu kleinsten Schichtdicken
immer noch zuverléssige Ergebnisse liefert.

4.3 Mie-Streuung

Die Streuung von Licht an Partikeln in der Groflie der Wellenlénge, kann
nicht mehr mit der Theorie der diinnen Filme beschrieben werden. Hierfiir
benotigt man die Mie-Theorie. Der Wirkungsquerschnitt fiir die Lichtstreu-
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Abbildung 4.12: Ellipsometriemessung eines sehr stark absorbierenden
Films.

ung an Partikeln der Grofle a ist:

CLG

Y

(4.55)

Man erkennt, dal die gestreute Intensitdt fiir sehr kleine Partikel
gewoOhnlich sehr klein ist. Durch die Analyse des gestreuten Lichtes sowie
der Anderung des Polarisationszustand 1é8t sich die GréBe der Partikel und
deren Anzahl ableiten.

4.3.1 Theorie

Die theoretische Beschreibung der Streuung eine ebenen Lichtwelle an einer
Kugel sei im folgenden skizziert.

Streuung einer Kugel

Die Losung der Maxwell Gleichungen fiir die Propagation einer elektroma-
gnetischen Well lassen sich durch die skalare Wellengleichung ausdriicken:

A+ E*m?* =0 (4.56)

Fiir das Streuproblem nutzen wir Polarkoordinaten der Form
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U(r,0,0) = R(r)0(0)®(¢) (4.57)

Abbildung 4.13: Streuung einer ebenen Welle an einer homogenen Kugel.

Die Wellengleichung ergibt in Polarkoordinaten fiir die neuen Variablen
r, § und ¢

d*®
et d? = 4.
002 +m 0 (4.58)
1 . dO m?
sin@dd& (sm 07) + {n(n +1)— | = 0 (4.59)
d ( ,dR 9 o B
= (r dr) + [k " —n(n+1)]R=0 (4.60)

Die Konstanten m und n miissen durch die Randbedingungen bestimmt
werden. Die Losung der Gl. 4.58 ist von der Form:

® = cos(mo) ¢ = sin(me) (4.61)

Die Losung der Gl. 4.59 sind assoziierte Legendre Polynome:

pm (4.62)

n

Die Losung der Gl. 4.60 sind sphérische Bessel-Funktionen:

Jn(2) (4.63)

Die Losung ¢ kann zusétzlich in ein Vektorfeld erweitert werden mittels
M
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M=V x (cv) (4.64)
Mit diesem Vektorfeld M wird ein weiteres Vektorfeld N konstruiert:
V x M

k

Das elektrische und das magnetische Feld E und H sind durch Linear-
kombinationen von M und N gegeben.

N —

(4.65)

Die einfallende, interne und gestreute Welle

Das Streuproblem wird gelost indem man eine Losung sucht, die die einfal-
lende und die gestreute Welle iiberlagert. Alle Wellen miissen in Polarkoor-
dinaten ausgedriickt werden. Die gestreute Welle ist:

U (0, ¢,7) = cos (lp) P! cos (O) z, (mkr) (4.66)

oder

U (0, ¢, 1) = sin (lp) P! cos (O) z, (mkr) (4.67)

Die einfallende Welle ist in Polarkoordinaten mit den Losungen v and v:

" 2n +1 .

Fcos Z T 1) P! (cos ©) j, (kr) (4.68)
" 2n+1 .

tsin Z nna1)r P! (cos ©) j, (kr) (4.69)

Die ausfallende Welle aulerhalb der Kugel ist in Polarkoordinaten mit
den Losungen u and v:

2 1
" cos gpz —a, (—i)" %Pﬁ (cos ©) K (kr) (4.70)
sm (%2 Z b T]_)Pn (COS C"‘)) hn (k:r) (471)

Die ausfallende Welle innerhalb der Kugel ist in Polarkoordinaten mit
den Losungen u and v:
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| o o+ 1
= ¢ cos nzl M (—i)" n{;—L)P; (cos ©) j (mkr) (4.72)
v = e“'sin g i md,, (—i)" MPI (cos O©) j,, (mkr) (4.73)
= nn+1)" 8 '

Die Randbedingungen an der Grenzfliche zwischen der Kugel und dem
umgebenden Medium werden genutzt um die Koeffizienten a,, b,, ¢,, d, for
r = a/2 zu bestimmen. Dazu verwenden wir die Substitutionen:

2
v = ka = 7” (4.74)

und

y = mka (4.75)

Man erhilt folgende Bedingungen fiir die Koeffizienten a,, und b, fiir die
ausfallende Welle:

’ ’

U, ()P (x) — mi,, (Y)Y, (2)
U (Y)sn () — maby (y)s,, ()

(4.76)

Ay =

und

/

b — P )n () = ¥ (y) 0 ()

b mn(y)sa(@) — day)e, (@)

Die einzelnen Funktionen 1), werden von sphérischen Besselfunktionen
abgeleitet:

(4.77)

™

Yn(2) = §Z<fn+1/2(2) (4.78)

c(2) = —\/?vnﬂ/fz(z) (4.79)

Die einzelnen Funktionen m, werden von assoziierten Legendre Polyno-
men abgeleitet:

dP,(cosO)

(05 ©) = d cos ©

(4.80)
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dm,,(cos ©)

dcos ©
SchlieBlich erhalten wir das Verhéltnis der Amplituden parallel und senk-
recht zur Einfallsebene S; and Ss:

Tn(cos ©) = cos Om,(cos ©) — sin © (4.81)

S1(0) = Zl % {anm, (cos ©) + b, 7,, (cos ©)} (4.82)
and
S2(0) = Zl % {by7p (cos ©) + a, 7, (cos O) } (4.83)

The einzelnen Summanden in der Summe entsprechen Dipol-, Quadru-
polstrahlung use. Die Zahl der relevanten Summanden steigt mit der Grofie
der Partikel. Ein Ergebnis einer solchen Streuberechnung ist in Abb. 4.14
gezeigt.

log (Intensity)
=

n=168-i0.1

parallel

l dicul
| , | perpendicular

0 500 1000 1500 2000

size (nm)

Abbildung 4.14: Streuintensitéiten parallel und senkrecht zur Einfallsebene
fiir homogenen Kugeln mit variabler Groéfle bei einer Wellenlédnge von 488
nm.

4.3.2 Mie-Ellipsometrie

Aus den Streuamplituden lassen sich die ellipsometrischen Winkel ¥ und A
ableiten. Der Streuprozefl kann als Jones Vektor ausgedriickt werden zu:
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Epour | _ e[S 0 Ep,in (4.84)
Es our —ikr | 0 5 Eoin '

Fiir nicht-sphérische Partikel erscheinen Nebendiagonalelemente in der
Streumatrix S. Mit dem Verhéltnis der Amplituden aus Gl. A.49 and A.50
erhélt man die ellipsometrischen Winkel direkt mittels:

S
S1

tan We'® = (4.85)
4.3.3 Einfluss der Partikelgrof3en-Verteilung

Bei Streuung an einem Ensemble von Partikeln unterschiedlicher Gréfe, wer-
den die Phasen randomisiert und Intensitédten an Stelle von Feldamplituden
miissen addiert werden. Im kohérenten Fall war

2

N

I =Y S (4.86)
Im inkohérenten Fall wird dies zu:
N

1= ISP (4.87)

Im Falle einer monodispersen Partikelverteilung fiihrt die inkohérente Ad-
dition der individuellen Streuereignisse zu einer Depolarisation des einfallen-
den Lichtes. Das Signal in einem Ellipsometer mit rotierendem Analysator
war:

I; = In; (1 + a; cos (2wt) + b; sin (2wt)) (4.88)

Die Streuung an einem Partikel ¢ entspricht einem spezifischen Fourierko-
effizienten a; und b;. Die Summation iiber die Intensitdten unterschiedlicher
Partikel kann man deshalb durch entsprechende Gewichte f; ausdriicken:

N
I=>" filo; (1 + a;cos (2wt) + by sin (2wt)) (4.89)

2

Dies kann separiert werden zu:

N N N
I = Z Iy; + cos (2wt) Z Iy ;a; + sin (2wt) Z Iy b (4.90)
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Das einfallende Licht hat eine konstante Intensitdt Iy = NIj;. Damit
bekommt man:

)

I=1 (1 + cos (2wt) Z a; + sin (2wt) Z bi) (4.91)

bzw. die effektiven Fourier-Koeffizienten:

N

1
Gofp = NZai (4.92)
=1
und
1 N
bets =~ > b (4.93)
=1

Dies zeigt, dafl die Summation iiber die Fourier-Koeffizienten einer Sum-
me iiber Intensitdten entspricht. Im Falle von monodispersen Partikeln, be-
deutet dies, daf3 die Phasenverschiebung zwischen der senkrecht und der par-
allel Komponente erhalten bleibt auch wenn die Streuung an vielen Partikeln
gleichzeitig stattfindet.

Eine Randomisierung der Phase findet nur dann statt. Falls eine ungleiche
Partikelgréen auch eine Verteilung von Fourierkoeffizienten bedingt. Diese
Koeffizienten fiir ein einzelnes Partikel ¢ waren:

_ €0os2P — cos2V;
1 —cos2¥, cos 2P

a;

(4.94)

und

_ sin 2P sin 2V cos A;

"1 —cos2%, cos2P

Die ellipsometrischen Winkel ¥; und A; werden aus Gl. 4.85 fiir gegebene

Partikelgréen abgeleitet. Ein Groflenverteilung kann berticksichtigt werden

wenn man die Fourier-Koeffizienten fiir unterschiedliche Grélen aufsummiert
mit entsprechenden Gewichten.

(4.95)

1 N
gy = 7 > Frai(d) (4.96)
1=1

mit einer Verteilung f;. Fiir die Verteilung verwendet man oft eine log
normal Verteilung, da sie aus der Agglomeration in Aerosolen entsteht. Mit
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einer mittleren Grofle d,, und einer geometrischen Standardabweichung o
bekommt man:

B 1 o [Ind—Ind,]’
f(d)——\/%ma)d p{ mo } (4.97)
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Abbildung 4.15: Ellipsometrie-Daten fiir die Streuung an einem Partikel-
FEnsemble mit einer GroBenverteilung entsprechend einer geometrischen
Standardabweichung von 1.2 and 1.5.

Fiir eine einfache Gaufiverteilung der Groflen setzt man:

F(d) = = exp {—M} (4.98)

20 202

Die experimentelle Bestimmung der GroBlenverteilung wird durch die Va-
riation eines externen Parameters wiahrend der Messung durchgefiihrt. Im
Falle einer kinetischen Messung ist dies das Wachstum der Partikel. Die Tra-
jektorie in der ¥,A-Ebene enthélt die Information iiber die Gréfenverteilung.
Alternativ dazu kann auch ein andere externer Parameter wie der Streuwin-
kel, die Lichtwellenléinge oder der Polarisatorwinkel variiert werden. Als ein
Beispiel ist ein Polarisator-Variation fiir eine Partikel-Verteilung mit einer
gaussformige Verteilung in Abb. 4.18 gezeigt.
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Abbildung 4.16: Vergleich zwischen einer Gauss- und einer Log-Normal
Verteilung.
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Abbildung 4.17: Mittelung durch eine Partikelgrofenverteilung geméf ei-
ner Gaufverteilung.

91



Abbildung 4.18: Variation des Winkels ¥ bei Variation des Polarisator-
Winkels fiir eine monodisperse und eine gaussférmige Verteilung mit Halb-

wertsbreite von 50 nm.
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4.4 Schwingungsspektroskopie

Betrachten wir im folgenden die Absorption von Licht durch Anregung von
Schwingungen der Molekiile. Die Absorption von Infrarot-Licht findet nur
statt, wenn das Molekiil ein statisches Dipolmoment besitzt. D.h. homonu-
kleare Molekiile besitzen kein Infrarot-Spektrum.

Betrachtet man das Dipolmoment eines schwingenden Molekiils mit der

Auslanung x, so kann sich das Dipolmoment durch die Schwingung dndern,
falls %< £ 0

8pel o
ox

Liegt ein dufleres elektrische Feld E an, so kann es das Molekiil polarisie-
ren, geméafl dessen Polarisierbarkeit a.. Auch diese kann sich mit der Schwin-
gung des Molekiils dndern wie:

pe() = pa(0) + (4.99)

alx) = a(0) + g—zx (4.100)

Das gesamte elektrische Dipolmoment ergibt sich aus dem statischen und
dem induzierten Anteil zu:

p=palz) +aoF (4.101)

Mit dem Ansatz © = ¢ cos(wt) fiir die Molekiil-Schwingung bei Frequenz
w und dem einfallenden Licht £ = Ejcoswyt erhalt man:

Ope da F
Per(z) = per(0) + %mo coswt + a(0)Ey coswpt + 8_&%70 cos(wp + w)t

——~—" Raleigh—Spekt h ~~ g
I R—Spektrum aerg pertrum Raman—Spektrum

(4.102)

Man erkennt neben dem statischen Anteil geméf pe(0), drei Anteile:
IR-Absorption oder Emission des schwingenden Dipols, der bei dieser
Schwingung sein Dipolmoment &ndert; Raleigh-Streuung als der elasti-
schen Streuung von Licht an dem Molekiil (od. Atom); Raman-Streuung
als der inelastischen Streuung der Photonen an dem schwingenden Molekiil.
Bei der inelastischen Streuung kann entweder eine Schwingung/Rotation an-
geregt werden, d.h. das gestreute Licht ist energetisch niedriger, die sog.
Stokes-Linien, oder es wird eine Schwingung/Rotation abgeregt und das

gestreute Licht ist energetisch hoher als das eingestrahlte, die sog. Anti-
Stokes-Linien (siche Abb. 4.19).
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Abbildung 4.19: Bei der inelastischen Lichtstreuung, der Raman-
Streuung, kann ein Schwingungsquant angeregt (Stokes-Linien) oder abge-
regt (Anti-Stokes) werden.

Die Infrarot-Spektroskopie und die Ramanspektroskopie werden als kom-
plementér zueinander betrachtet. Dies 1a8t sich am Beispiel der IR bzw.
Raman-Empfindlichkeit einiger Schwingungsmoden illustrieren.

Betrachten wir dazu ein zwei-atomiges Molekiil das eine Streckschwin-
gung ausfithrt. Sind die Atome gleich, so &ndert sich die Polarisierbarkeit
mit der Streckung, da die Elektronenhiille und die Atomkerne sich relativ
zueinander verschieben um die gestreckte Form des Molekiils zu stabilisie-
ren. Das Dipolmoment &ndert sich allerdings nicht. Deshalb ist eine solche
Schwingung Raman- aber nicht infrarot-aktiv. Bei einem zweiatomigen Mo-
lekiilen mit zwei unterschiedlichen Atomen findet IR~ als auch Ramanabsorp-
tion statt.

Bei einem drei-atomigen Molekiil mit einem schwererem Atom in der Mit-
te kann eine symmetrische und eine anti-symmetrische Schwingung auftreten.
Bei der symmetrischen Schwingung &ndert sich die Polarisierbarkeit, aller-
dings heben sich die Dipolmomente der zwei Bindungen untereinander auf.
D.h. diese symmetrische Schwingung ist IR-inaktiv aber Raman-aktiv. Bei
der anti-symmetrischen Schwingung hingegen tritt keine Raman-Streuung
auf, da die Erniedrigung der Polarisierbarkeit der einen Bindung durch die
Erhohung der Polarisierbarkeit durch die andere Bindungen kompensiert wird
(siche Abb. 4.20). Das Dipolmoment #ndert sich hingegen mit der Schwin-
gung. Eine solche Oszillation ist infrarot-aktiv aber Raman-inaktiv.
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Abbildung 4.20: Je nach der Abhingigkeit des Dipolmoments von der
Auslenkung der Atome und der entsprechenden Polarisierbarkeit kann eine
Schwingung Infrarot- und/oder Raman-aktiv sein.

4.4.1 Infrarot-Spektroskopie
Fourier-Transformation-Infrarot-Spektrometer

Um Rotations-Schwingungs-Spektren von Molekiilen zu bestimmen, wird
z.B. das Spektrum einer Lichtquelle, das teilweise von Molekiilen absorbiert
wird, mit einem Monochromator spektral aufgelost gemessen. Durch diesen
Monochromator, wird nur ein kleiner Wellenldngenbereich ausgewéhlt was
im Infraroten den Nachteil hat, daf3 die Lichtintensititen sehr klein werden
(I x hw).

Ein elegantes Verfahren, dieses Problem zu umgehen, ist die Fourier-
Transformations-Infrarot-Spektroskopie (Abb. 4.21). Hierbei wird das Licht
einer Infrarotlichtquelle durch ein Michelson-Interferometer geleitet. Ein
Spiegel dieses Interferometers ist verfahrbar und wird kontinuierlich bewegt.
Betrachten wir zunédchst eine monochromatische Strahlungsquelle die Licht
(E = Eycoswpt)einer Frequenz wy aussendet. Durch die Uberlagerung des
Lichtes aus beiden Interferometerarmen ergibt sich beim Verfahren des Spie-
gels ein cosinusformiges Signal auf dem Detektor in Abhéngigkeit vom Spie-
gelweg ss.

I = cegE? = ceo B2 [cos(wot + ksy) + cos(wot + ksy)]” RT (4.103)
Ey ist die Amplitude der Feldstérke des Lichtes. R ist das Reflektions-
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vermogen des festen und des beweglichen Spiegels. T' die Transmission des
Strahlteilers. Die beiden Wege s; und s, unterscheiden sich durch das Ver-
fahren des Spiegels mit einer Geschwindigkeit v:

Sg = 81 + vt (4.104)
Auf dem Detektor bekommt man dadurch das zeitlich gemittelte Signal:

(F(#) = RTTy [1 4 cos (wo"t) i (4.105)

D.h. die Modulation des Signals auf dem Detektor erfolgt mit einer Fre-
quenz die um den Faktor v/c herunter transformiert wurde. Fiihrt man eine
Fourier-Transformation dieses so modulierten Signals durch,

I(w) = /t 1), cos (woﬂt) dt (4.106)

—0 c

so bekommt man im Frequenzspektrum eine Linie entsprechend der
Frequenz wy. Bei einer spektral breiten Lichtquelle, ergibt die Fourier-
Transformation das gesamte Frequenzspektrum. D.h. nach dieser Methode
werden immer alle Frequenzen gleichzeitig gemessen. Die Lichtintensitét ist
grofl, was die Messtechnik erleichtert. Bringt man jetzt eine Probe in den
Strahlengang, beobachte man das entsprechende Absorptions-Spektrum.

Das Auflosungsvermogen eines FTIR-Spektrometers errechnet sich aus
der Bedingung, dafl zwei Frequenzen erst dann getrennt werden konnen, wenn
das Signal mindestens iiber eine Zeit At gemessen wurde geméf:

AwAt > 27 (4.107)

Demnach ist die Auflésung wegen At = % durch die Verfahrldnge des
Spiegels gegeben als:

2

D.h. man benoétigt eine groflen Verfahrweg um eine gute Auflosung zu
realisieren. Dies ist sehr aufwéndig, da das Verfahren des Spiegels absolut
linear erfolgen muf3. Dies wird durch einen HeNe-Interferometer realisiert,dafl
dem IR Strahlengang iiberlagert wird und nur dazu dient die Position des
Spiegels sehr genau zu vermessen.

Eine beliebig scharfe Linie 148t sich nur messen, wenn der Verfahrweg
unendlich wird. Nachdem dies nicht moglich ist, bekommt man eine endliche
Linienbreite. Durch die Tatsache, dafl die Fourier-Transformation von 0 bis co
lduft, das Signal aber nur von 0 bis At, entstehen zusétzliche Frequenzen im

Aw (4.108)
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Abbildung 4.21: Fourier-Transformations-Spektroskopie. Eine spektral
breite Lichtquelle wird durch eine Michelson-Interferometer geleitet, bei dem
ein Spiegel kontinuierlich verfahren wird. Die Fourier-Transformation des
Detektorsignals gibt das Frequenzspektrum dieser Lichtquelle wieder. Dies
ist fiir eine Frequenz-Komponente wg der Lichtquelle illustriert.

Spektrum durch den Abbruch des Signals bei At. Dieser scharfe Abbruch 148t
sich Abmildern indem man eine Apodisierungs-Funktion D(t) einfiihrt,
die dem Signal iiberlagert wird.

I(w) = /t T, D(#) cos (wogt> dt (4.100)

=0
Hier wéhlt man oftmals eine Trapezfunktion fiir D.

Methoden der Sensitivititssteigerung

In der Infrarotspektroskopie ist der Absorptionskoeffizient der Schwingun-
gen in der Regel relativ klein. D.h. um die Absorption der physikalischen
Oberfliche direkt auflésen zu koénnen, ist es notwendig die Sensitivitdat des
Verfahrens zu erhéhen. Hierfiir gibt es mehrere optische Konfigurationen, wie
in Abb. 4.22 illustriert.

e metallisches Substrat

Bei einem metallischen Substrat, mufl das elektrische Feld senkrecht
zur Einfallsebene eine Wellenknoten haben. das Feld parallel zur Ein-
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Abbildung 4.22: Methoden um die Sensitivitdt einer Infrarotmessung zu
erhéhen: (a) metallisches Substrat; (b) interne Totalreflektion ITR; (c) abge-
schwiichte Totalreflektion; (c) Glasfaser; (d) optischer Hohlraumresonator.

fallsebene wird dann maximal (sieche Abb. 4.22a). Durch diese maxi-
male Feldstéarke wird die Absorption besonders sensitiv auf die Anwe-
senheit eines diinnen Filmes auf diesem metallischen Substrate. Diese
Konfiguration wird oftmals in der Oberflachenphysik genutzt, die oft
metallische, katalytische Oberflachen als Untersuchungsgegenstand be-
trachten. In der Plasmatechnik ist diese Konfiguration nur relevant in
Systemen in denn auch Metall deponiert wird.

Abgeschwichte Interne Totalreflektion (ITR)

Bei der abgeschwichten Totalreflektion wird Licht in einen tra-
pezformig geschnittenen Kristall eingekoppelt (siehe Abb. 4.22b). Der
Einfallswinkel und der Brechungsindex des Lichtes sind so gewihlt, dafl
bei der internen Reflektion an der Grenzfliche Beschichtung—Kristall,
die Welle total reflektiert wird. Die elektrische Feldstéirke nimmt expo-
nentiell in dem Film ab (siche Abb. 2.22):

E =FE._yexp(—yz) (4.110)
mit

2
= T i

(4.111)
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Ag = M, Ngs = 2% mit n, der Brechungsindex des Films und n,

Ns s
der Brechungsindex des Substrates.

2cos ©

=0 = ———5 i
Y (1-— ea5)1/2

2 (sin2 e — eas)l/Q
2,2=0 = 72 773 COS OFE;,
(1 — €qs) [(1 + €45) 5iN? O — eas}
2cos©
Ey,z:() = cos 1/2 sin @E"L

(1— ea5)1/2 [(1 + €44) 5N O — eas]

Film

Substrat

(4.112)

(4.113)

(4.114)

Abbildung 4.23: Exponentieller Abfall der Feldstéirke bei der Totalreflek-

tion.

Ein Nachteil der Totalreflektion ist die Tatsache, dafl viele Reflektionen
aufgesammelt werden miissen. Wegen dem Strahlversatz des Lichtes
im Innern des Wafers ist es notwendig eine grofiflichige Beschichtung
zu realisieren um die Information iiber einen grofien lateralen Bereich
aufzusammeln. Die verwendeten Substrate sind zum Beispiel Silizium-
Wafer, die im Infraroten in der Regel transparent sind. Fiir die Aus-
richtung des Infrarotstrahls birgt das das Problem, dafl die Justage mit

sichtbarem Licht nicht mehr moglich ist.

In einer einfacheren Konfiguration wird die abgeschwéchte Totalreflek-
tion auch fiir die Analyse von diinnen Filmen in Reflektion eingesetzt.
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Hat man eine Probe, die keine optische Giite hat und nicht transpa-
rent ist, so eignet sie sich nicht fiir eine Messung in Transmission oder
Reflektion. Dafiir verwendet man ein ATR-Prisma (ATR, attenuated
total reflection), das auf die Oberfliche gedriickt wird. Der Infrarot-
strahl wird dann iiber eine Facette des Prismas eingekoppelt und er-
leidet Totalreflektion an der Grenzfliche Prisma - Probe (siche Abb.
4.22¢).

Eine weitere elegante Variante der internen Totalreflektion ist die Ver-
wendung einer Infrarot-transparenten Glasfaser bei der die Ummante-
lung entfernt wurde (sieche Abb. 4.22d). Eine solche Faser wird durch
eine Plasmaanlage gespannt und ihre Transmission gemessen. Findet
nun Beschichtung auf dieser Glasfaser statt, so wird die Transmission
geschwicht, was als Signal auf dem Detektor sichtbar wird.

e Optischer Hohlraumresonator

Ahnlich gute Erhohung der Sensitivitiit, wie die interne Totalreflektion,
bietet die Verwendung eines optischen Hohlraumresonators (siehe Abb.
4.22¢). Hierbei wird ein Wafer zunéchst oxidiert um auf beiden Seiten
eine SiOy im Bereich 1 pum zu erzeugen. Bei dieser Schichtdicke findet
eine resonante Uberhohung der Feldstirke an der Oberfliche dieses
Wafers statt. Diese Uberhohung tritt fir die Komponente senkrecht
zur Einfallsebene ein. Die Riickseite des Wafers 148t sich zusétzlich
noch mit Metall beschichten.

Allerdings kann die Verstarkung nur iiber einen begrenzten Wel-
lenléngenbereich realisiert werden, da die Resonanzbedingung auf das
zu untersuchende System abgestimmt werden muf3.

Zeitauflosung

Die zeitliche Auflosung der Infrarotspektroskopie ist in der Regel stark be-
grenzt, da die entsprechenden Detektionssysteme im Infrarot nicht empfind-
lich genug arbeiten, so dafl fiir das Erreichen eines bestimmten Signal-zu-
Rauschverhéltnisses eine lange Messzeit erforderlich ist. Falls man periodi-
sche Vorgéinge beobachten kann, 148t sich diese Begrenzung {iberwinden. Dies
gelingt mit der Step-Scan Methode. Hierbei wird der Verlauf eines physi-
kalischen Vorgangs (Scan) fiir eine einzelne feste Spiegelposition des FTIR-
Spektrometers vermessen. Danach verfahrt man den Spiegel (Step) und mifit
den Ablauf dieses Vorgangs wiederholt. Uber eine Riickrechnung lassen sich
dann die Interferogramme zu den einzelnen Zeitpunkten wieder zusammen-
setzen. Dabei sind Zeitauflosungen bis in den ns-Bereich méglich.
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FIG. 1. Change in reflectivity at 70° incidence angle due to the presence of
a thin film (n=n—70.04 thickness 1 nm) with varying refractive index » on
top of three different substrates: (i) crystalline silicon in p polarization, (ii)
metal substrate in p polarization, and (iii) OCS in s polarization. (iv) Change
in transmission at normal incidence of a silicon wafer.

Abbildung 4.24: Vergleich der Empfindlichkeit einzelner Substratkonfigu-
rationen hinsichtlich des Nachweises einer SiH Schwingung bei 2100 ¢m ™.
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Abbildung 4.25: Bei der Step-Scan-Methode wird ein periodischer Vor-
gang zu fester Spiegelposition gemessen.
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4.4.2 Raman-Spektroskopie
Konzeption Raman-Spektrometer

Bei der Raman-Spektroskopie wird die inelastische Streuung von Licht analy-
siert. Wegen des kleinen Wirkungsquerschnitts fiir die Streuung (o< w?), muf
fiir die primére Lichtquelle ein starker Laser verwendet werden. Die Wahl der
Laserwellenldnge legt zunédchst die Art der elektronischen Anregung fest. Im
Falle von Kohlenstofffilmen und einer Laserwellenlénge im Sichtbaren, wird
so das m-Elektronensystem angeregt. Der Ramaneffekt héngt dann von der
Anderung der Polarisierbarkeit das Materials bei dieser Anregung ab. Das
gestreute Licht ist in seiner Frequenz verschoben, was als Ramanspektrum
aufgenommen wird.

Vom Aufbau her wird ein intensiver Laser durch eine Probe transmittiert
oder von dieser reflektiert. Uber eine spektrale Filterung muf der intensi-
ve Peak der elastischen Streuung (Raleigh-Streuung) separiert werden. Die
erhaltenen Raman-Spektren werden dann ausgewertet.

Der primére Laserstrahl fithrt allerdings zu einem Aufheizen der Probe.
Die Temperaturerhchung AT, ist:

(1-R)P
2\/mAw

mit R dem Reflektionsvermogen, P der Laserleistung auf einen Fleck
mit Durchmesser w, A der Warmeleitfahigkeit und f einer Funktion die die
Absorption im Material beschreibt. Ist die Absorption schwach, so ergibt f
eine Zahl kleiner 1, ist die Absorption stark so ist f = 1. Diese Aufheizung
der Probe l&t sich vermeiden indem man den Laser gepulst einstrahlt, oder
indem man den Laser durch eine Zylinderlinse aufweitet und die Linien {iber
einen Spektrographen auf eine CCD Chip abbildet. Somit verteilt sich die
Leistung auf eine gréflere Fliche was einen geringeren Temperaturanstieg
zur Folge hat.

Die Signalhohe kann gesteigert werden dhnlich zur Infrarotspektroskopie
durch optische Resonatoren. Ein Sonderfall hierbei ist die Methode SERS
(surface enhanced raman scattering). Hier hat man beobachtet, das die Li-
nienintensitdt von diinnen Filmen sehr stark ansteigt, wenn sie sich auf einer
rauen metallischen Oberflache befinden. Es hat sich gezeigt, dafl durch die
primére Laserstrahlung Plasmonen resonant in dem Metall angeregt werden,
die die elektrische Feldstéirke an der Oberfliche stark erhohen. Durch diese
stark oszillierenden Felder hat man eine Feldiiberhéhung und eine etwaige
Absorption wird empfindlich nachgewiesen.

AT e = f(aw) (4.115)
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Raman-Spektroskopie an kristallinen Proben

Betrachtet man die Raman-Spektroskopie an kristallinen Proben, so wird der
Strukturfaktor wesentlich, der die kohdrente Uberlagerung der Streuereignis-
se beschreibt. Der Wirkungsquerschnitt ist gegeben als:

do? w\4 (V3w -
=(= ° k 4.11
dQdwy ( c ) (27?(,%-) Sk, w) (4.116)
mit w, der Frequenz des gestreuten Lichtes, w; der Frequenz des einfal-

lenden Lichtes, V' dem Streuvolumen. Die Streubedingung basiert auf der
Impuls- und Energieerhaltung gegeben als:

ko= ki—k, (4.117)
W o= w;— Wy (4.118)
(4.119)

Der Strukturfaktor fasst die kohiirente Uberlagerung der Polarisierbarkei-
ten an zwei unterschiedlichen Orten r und r’ zusammen. Fiir einen Energie-
verlust geméaf w ist dies:

- 1 S
S(k,w) = 7S / drdr'dt(5a* (7, 2)da(, 0))e R =it (4.120)

Die Anderung der Polarisierbarkeit 148t sich in erster Néherung darstellen
als eine Funktion der Position der Atome u(r,t) darstellen:

da = Au(T)t) (4.121)

Die Korrelationsfunktion der Orte der Atome ist aus dem Phononenspek-
trum ableitbar geméaf:

(7 u(7 0) = 5 S @ul@)e™ T (@122)

q

Dies 148t sich zusammenfassen als
7 N 1 2 * e ™2
S(Fw) = Do S W@ P — wo @) @u(@)|F(E =D (4.123)

mit
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Flk—q) = / dre'F=D7 (4.124)

n(w)+1

in erster Naherung ist (u*(q)u(q)) = mit n(w) der Besetzungszahl

der Phononen. Man bekommt schlie3lich:

- Nnw)+11

Skw)=m———7 Y A@Pow = wo( @) F(k =D (4.125)

104



Kapitel 5

Mechanische Eigenschaften

In der Plasmatechnik sind Hartstoffe ein wichtiger Anwendungsbereich. Die
Bestimmung der Hérte ist demnach ein héufige Anforderung an die Schicht-
diagnostik. Materialien grofler Hérte zeichnen sich oftmals auch durch ho-
he innere Spannungen aus, die von einem Substrat aufgenommen werden
miissen.

5.1 Spannung und Dehnung

5.1.1 Grundlagen

Zug-
spannung

p
>

“
Gy

gs
—
—
“ Druck-
spannung

Abbildung 5.1: Zug- und Druckspannung in einer Schicht.
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Die Groflen Spannung o (stress) und Dehnung e (strain) sind linear mit-
einander verkniipft. Dies wird als das Hook’sche Gesetz bezeichnet:

(5.1)

mit £ dem Elastizitdtsmodul. Wird ein Korper in eine Richtung gedehnt,
so verkiirzt er sich in die dazu senkrechte Richtung. Dieser Anteil wird durch
das Poisson-Verhiltnis v ausgedriickt:

€yy = —Vegy (5.2)

< Schicht

Substrat

Abbildung 5.2: Spannungsprofil in einem beschichteten Wafer.

GIl. 5.1 und 5.2 lassen sich wie folgt verkniipfen fiir den Fall einer isotropen
Spannung (keine Nebendiagonalelemente von E):

1

ez = o 020 — v (Oyy + 022)] (5.3)
1

Cyy = I [Oyy — V (Oua + 022)] (5.4)
1

& = g (022 — v (0yy + 022)] (5.5)

D.h. die Dehnung in x-Richtung €,, ist zundchst abhéngig von der Span-
nung in x-Richtung o,, aber iiber das Poisson-Verhéltnis auch abhéngig von
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der Spannung in der y- und der z-Richtung. Der Term —v bringt zum Aus-
druck, dafl z.B. eine Zugspannung in x-Richtung zu einer Kompression in
z-Richtung fiihrt und umgekehrt.

Betrachten wir jetzt den Fall eines diinnen Filmes, wie er in der Plasma-
technik die Regel ist. Ein diinner Film kann keine Spannung in z-Richtung
aufnehmen. Aus diesem Grund ist o,, = 0. Die Spannung in dem Film selber
sei isotrop. D.h. es gilt 0, = 0,y = 0¢. Damit bekommt man:

1
€ow = = oy —v (o +0)] (5.6)
bzw.
—La-v) (5.7)
€pw = 7 V)og )
Dies 148t sich umformen zu:
E
——
Y

Y bezeichnet man als bi-axialen Elastizitdtsmodul oder auch Youngs-
Elastizitatsmodul:

FE
Y =
1—v

(5.9)

Fiir die Dehnung in z-Richtung eines diinnen Filmes bekommt man:

—2
€rr = Tyaf (5.10)

5.1.2 Spannungsverteilung Wafer - Beschichtung

Im folgenden wollen wir das System aus beschichtetem Substrat bzw. Wafer
genauer analysieren. Die Beschichtung auf einem Wafer erfolgt zum Beispiel
in einem Plasmaprozef}, bei dem ein signifikantes Ionenbombardement auf-
tritt. Dadurch entsteht eine Druck- oder Zugspannung ni dem Material. Als
Konsequenz wird der Wafer durch diese Spannung in dem diinnen Film ver-
bogen. D.h. die Verbiegung bzw. Kriimmung dieses Wafers ist ein Maf§ fiir
die eingebaute Spannung in dem diinnen Film.

Betrachten wir zunéchst den Wafer der Dicke h, der durch ein angrei-
fendes Biegemoment M (z.B. Druckspannung in dem Film) verformt sei. An
der Oberseite herrscht z.B. eine Zugspannung und an der Unterseite eine
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Druckspannung, wie in Abb. 5.2 verdeutlicht ist. Nachdem das ganze System
kréftefrei sein muf, gilt immer:

/odz =0 (5.11)

Als einfachsten Ansatz setzen wir 0,,(z) = za. Das Biegemoment M, das
durch diesen inneren Spannungen entspricht ist:

h/2 &
M = / Opp2dz = 00— (5.12)

daraus la8t sich o bestimmen bei gegebenem Biegemoment M und man
bekommt:

Opz = ———2 (5.13)

(R+h/2)®

Abbildung 5.3: Kriimmungsradius eines verbogenen Substrates.

Der Wafer wird durch die auftretenden Spannungen verbogen und man
beobachtet einen Kriimmungsradius R. Wie ist jetzt die Dehnungmit der
Spannung in dem Material verkniipft? Die Dehnung (bzw. Stauchung) e,
bekommt man nach Abb. 5.3 aus:

_(R+26—-RO =z

€xa R(©) = (5.14)

108



bzw. mit der bi-axialen Spannung in einem diinnen Film:
z O 12M 1
— = E:E(JE = — = —Z—
R Y h? Y

D.h. eine Biegemoment M, das auf einen Wafer der Dicke h einwirkt,
fithrt zu einer Kriimmung mit Kriitmmungsradius R gemaf:

(5.15)

12

R Y.h3

Bei der Beschichtung gehen wir jetzt davon aus, dafl dieses Biegemoment
durch den diinnen Film auf der Oberflaiche zustande kommt. Dieses Biege-

moment auf das Substrat durch die Spannung o in dem diinnen Film der
Dicke dSchicht ist:

(5.16)

d uoSsStra

M = deSchicht Substrat (517)
—— 2
=Kraft =Hebel
Kombiniert man Gl. 5.17 und Gl. 5.16, so bekommt man:
1 12 dSubstrat

— = chic d chic 5.18
R YSUbStTatdg'ubstrat <O-S HichtTschicht 2 ( )

D.h. die Spannung in der Schicht ogpicne 188t sich durch die Messung des
Kriimmungsradius eines Wafers mit bekannten mechanischen Eigenschaften
erhalten. Dies wird durch die Stoney-Gleichung ausgedriickt:

1 6

JRp— 5
R YSubstratdSubstrat

O SchichtASchicht (5.19)

Die Stoney-Gleichung beschreibt die Spannung, die eine Schicht in einem
Substrat induziert. Wie ist es aber umgekehrt? Biegen wir das Substrat, so
entsteht eine Dehnung in dem diinnen Film von:

dsub dschich
€Schicht = i — uQStrat + C2ZC : _ dSubstrat (5 20)
cnic R R 2R
ESchichtdSubstrat
OSchicht = ESchicht€Schicht = R (5.21)

Nachdem dgyupsirat << R gilt, ist dgenient sehr klein. D.h. durch die Verbie-
gung des Substrates kann man kaum eine Spannung in der Schicht induzieren.
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5.1.3 Messtechnik

Fiir die Bestimmung der Schichtspannung existieren mehrere Methoden, die
zum einen ex-situ oder in-situ eingesetzt werden konnen.

Laserscanning

Bei der Auswertung mittels eines Laser-Scanners wird die Kriimmung
eines Substrates gemessen. Ein unverbogenes Substrat fithrt zu einer
punktféormigen Abbildung des reflektierten Laserstrahls, der iiber die Pro-
be gescannt wird (siehe Abb. 5.4). Ist das Substrat durch die Schichtspan-
nung verbogen, so vergroflert sich die Abbildung. Mit dieser Methode ist es
moglich Kriimmungsradien bis zu 10 km bei einer Scanldnge von 100 mm zu
detektieren.

i

l l

Abbildung 5.4: Laser-Scanner zur Bestimmung des Kriimmungsradius ei-
ner Probe. Die Aufweitung des Laserspots auf dem Detektor ist ein Maf fiir
die Kriimmung.

Profilometer

Ahnlich zu einem Laserscanner kann auch durch mechanisches Abtasten eines
Watfers mit einem Profilometer die Kriimmung eines Wafers gemessen werden.

Rontgenbeugung

Die Spannung in einer Schicht fithrt zu einer Anderung des mittleren Ab-
standes der Atome untereinander. Dies wird sichtbar in der Rontgenbeugung

110



fiir dan Fall polykristalliner Materialen (Titannitrid, Bornitrid). Die Bragg-
Bedingung fiir konstruktive Beugung ist (siehe Abb. 5.5):

dsin© = % (5.22)

Abbildung 5.5: Bragg-Bedingung bei der Réntgenbeugung.

Der gemessene Gitterebenenabstand d kann sich von den tabellierten Wer-
ten fiir den unverspannten Festkorper dy unterscheiden. Dies entspricht der
Dehnung e gemaf:

d — dy
do
Nachdem die Verspannung in der Regel in der Schichtebene wirkt und

der Gitterebenenabstand senkrecht dazu gemessen wird, benétigt man das
Poisson-Verhéltnis um die endgiiltige Schichtspannung zu bestimmen. Mit

(5.23)

€ =

€. = —ve,z bekommt man fiir die Schichtspannung:
FE E [(d—d,

. [ — = —— .24

O Schicht 21/622 2 ( d(] ) (5 )

In dieser Gleichung kénnen prinzipiell die Schichtspannung ogepicn: als
auch das Elastizitdtsmodul £ des Materials unbekannt sein. Fiir diesen all-
gemeinen Fall ist es notwendig, die Rontgenbeugung winkelaufgeltst durch-
zufiihren (siehe Abb. 5.6).

Die Dehnung der Gitterebenen €;1, die bei einem beliebigen Winkel sicht-
bar wird, errechnet sich aus den Dehnungen der Hauptrichtungen zu:

ey = sin® U cos® We,, + sin® ¥ sin® ®¢,,, + cos® Ve, (5.25)

Nachdem €, = —ve,, = —ve,, ist, kann man ableiten:
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N aus

ein A d

Abbildung 5.6: Bragg-Bedingung der Réntgenbeugung bei verkippter Pro-
be.

1+v 2v

cy = opsin® ¥ — I (5.26)
Die Dehnung ist allgemein:
dy —d
Ey — L 0 (527)
do
damit ergibt sich aus GIl. 5.26 und Gl. 5.27:
1—v . 2v

dy = Z O Sehientdo sin® ¥ + (1 — ng> dy (5.28)

Trigt man jetzt die GroBe dy gegeniiber sin? ¥ auf, so kann man aus

der Steigung der Geraden und dem Achsenabschnitt, E und oscpicn: ableiten.
Dies ist in Abb. 5.7 veranschaulicht.

5.2 Harte

Die Harte ist prinzipiell keine physikalische Gréf8e im Unterschied zu dem Ela-
stizitdtsmodul. Formal ist die Hérte erst beziiglich eines bestimmten Messver-
fahren definiert. Bei allen Verfahren wird ein Priifkorper mit einer bekannten
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v

sin2yY

Abbildung 5.7: Auswertung der Rontgenbeugung bei variablen Einfalls-
winkel .

Kraft in das Werkstiick eingedriickt. Diese Kraft wird in Bezug gesetzt zur
GroBe des Eindrucks. Die Harte H ist damit:

Fma.t
A
mit A der Querschnittsfliche des Eindrucks. In einem einfachen Modell

148t sich die Hérte einer Probe mit den inneren Spannungen in dem Film
verkniipfen wie in Abb. 5.8 verdeutlicht.

H = (5.29)

Abbildung 5.8: Verkniipfung zwischen Héarte und Spannung in der Schicht.
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Die Verformung der Probe wird als das Verschieben von 5 Dreiecken ge-
gen angenahert. An den Grenzflichen dieser Dreiecke mufl Arbeit gegen die
Schichtspannung geleistet werden. Nachdem die Bewegungsrichtung an den
Grenzflichen unter 45° gegen die Schichtspannung (parallel zur Oberflache)
verlauft, ist es sinnvoll, die in dieser Richtung wirkende Spannung als

Ty
2

abzukiirzen. Ein Korper wird nun mit einer Kraft /' um einen Weg u in
ein Werkstiick eingedriickt und verschiebt die Dreiecke, wie in Abb. 5.8 illu-
striert. Diese Arbeit F'u wird durch das Verschieben aller Dreiecke gegen die
Schichtspannung bilanziert. Die Arbeit, die beim Verschieben des mittleren
Dreiecks gegeniiber den benachbarten Dreiecken geleistet wird ist:

k= (5.30)

1
2| —=A _k 2 31
NG V2u (5.31)
—— Spannung | Weg
Flaeche

Nimmt man die Verschiebung von allen Dreiecken gegeneinander zusam-
men, so bekommt fiir alle 5 Dreiecke die Energiebilanz:

Ak Akl w
Fu=2(=2)Vou+24ku+4|—=| — 5.32
! (ﬂ) G [\/i] NG (532)
und damit
F
— =06k )
1 6 (5.33)
Die Harte ist somit wie
F
H = 1 = 30y (5.34)

mit der inneren Spannung verkniipft

5.2.1 Klassifikation

Fiir die Klassifikation der Harte existieren eine Reihe von Messverfahren.

e Brinell

In der Metallurgie wird oftmals die Brinellhéirte verwendet. Hierbei
wird eine makroskopischen Kugel (Durchmesser cm) in das Werkstiick
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Abbildung 5.9: Verformung durch das Eindringenden eines Korpers in die
Schicht.

eingedriickt (siehe Abb. 5.9) und die Verformung mit der aufgebrachten
Kraft in Relation gesetzt.

F
BHN = (5.35)

D (D~ /D= 1D7)

ol

Vickers

Bei der Hartebestimmung nach Vickers wird hingegen ein Diamant-
stempel (als hirtestes Material) benutzt, bei dem eine Facette in das
Werkstiick eingedriickt wird. Dabei entsteht ein Abdruck der Fléche
D.

F
HEK =14.229— (5.36)
Dy

Rockwell

Bei der Rockwellhérte wird der Gradient des Kraftaufbaus beim Ein-
dringen in das Werkstiick ausgewertet. Die Flichenbestimmung des
Eindrucks selber ist damit nicht mehr nétig.

Mohs

Die Mohs-Haérte ist eine empirische Skala von 1 bis 10 bei der das Ritz-
vermogen zweier Substanzen verglichen wird. Die Testsubstanzen rei-
chen von Gipsmehl bis zu Diamant. Die Mohshérte ist die Testsubstanz
bei der die Probe gerade noch angeritzt werden kann.
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Diese Messverfahren sind bislang fiir Vollmaterialien validiert. Fiir die
Bestimmung der Harte diinner Filme mufl jedoch die Endlichkeit der Probe
beriicksichtigt werden. Beim Eindriicken des Priifkérpers diirfen nur die me-
chanischen Eigenschaften der Beschichtung mafigeblich sein und nicht die des
Substrats. Dies 1483t sich erreichen, indem man die Grofle der Eindriicke auf
den Mikrometer- oder Nanometerbereich beschrinkt. Mit diesen Methode
sind dann auch diinne Filme zugénglich.

5.2.2 Nanoindentation

Beim sog. Nanoindenter wird ein Priifkérper mit einer Kraft in der
GroBlenordnung von mN in eine Probe eingedriickt. Aus der Kraft-Weg-
Kurve 148t sich die Hérte ermitteln. Neuere Modell haben noch zusétzlich
die Moglichkeit die Form des Eindrucks optisch zu erfassen. Ein typischer
Nanoindentation-Messplatz ist in Abb. 5.10 gezeigt.

Magnet

=a

Spule

I z
Spitze
[ Probe

| -

«—

X

Abbildung 5.10: Ein u- bzw. Nanoindenter mifit die Kraft beim Ein-
driicken einer Spitze in die Probe. Die Wegénderung wird iiber einen Kon-
densator C gemessen.

Die Kraft-Weg-Kurve beim Eindriicken 148t sich in mehrere Phasen un-
terteilen. Zunéchst wird die Oberfliche plastisch und elastisch verformt bis
eine maximale Kraft erreicht ist. Nachfolgend wird die Probe wieder entla-
stest wobei man davon ausgeht, dafl diese Entlastung rein elastisch erfolgt.
Am Punkt der maximalen Kraft wird diese typischerweise fiir 30 Sekunden
gehalten. Andert sich dabei noch die Eindringtiefe, so spricht man von einem
Kriechen des Materials. In Abb. 5.11 ist dies am Beispiel der beiden Materia-
lien Al und Al,O3 illustriert. Nach dem Entlasten des Priifkérpers verbleibt
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der Eindruck der anfinglich plastischen Verformung (sieche Abb. 5.12).

A A

F F
Al Kriechen Al,O,
8mN | 120 mN +
Belastung
Entlastung
‘ > : >
1um Az 800 nm Az

Abbildung 5.11: Belastung und Entlastungskurven von Al und AlsO3.

Die modernen Instrumente der Hértebestimmung verwenden ein hoch-
auflosendes SEM oder AFM, um die Griéfle des Eindrucks der plastischen
Verformung zu bestimmen. Hat man ein solches Gerét nicht zur Verfiigung
ist es auch moglich, die Grofie des Eindrucks aus der Belastungs- und Entla-
stungskurve abzuleiten. Dies geschieht mit Hilfe der Oliver & Pharr Methode.
Voraussetzung ist wieder, dafl die Entlastungskurve vollstindig elastisch er-
folgt. Hat man einen Priifkérper mit waagerechter Grenzfliche, so verbleibt
die ganze Flidche in Kontakt mit dem Festkorper, bis der Priifkorper von der
Probe abhebt. Im elastischen Bereich erwartet man eine lineare Abhéangigkeit
der Kraft vom Weg. D.h. die Entlastungskurve ist eine Gerade, die die x-
Achse in Abb. 5.12 bei einer Tiefe schneidet, die dem letzten Kontakt des pla-
stisch verformten Korpers entspricht. Nachdem die meisten Priifkorper aller-
dings komplizierte drei-dimensionale Formen besitzen, folgt die Belastungs-
und Entlastungskurve einem allgemeinen Potenzgesetz der Form:

F o (h—ho)™ (5.37)

Fiir einen quadratischen Korper ist m = 1, fiir einen kegelformigen m = 2
und fiir einen kugelférmigen m = 1.5. Aus der Entlastungskurve mufl man
jetzt versuchen, die Grofle des Eindrucks der plastischen Verformung zu er-
mitteln. Hierbei geht man wie folgt vor: (i) zunéchst bestimmt man die
Steigung der Kurve am Ort maximaler Belastung S,,,, und maximaler Ein-
dringtiefe h,q.. Diese Steigung wird auf die x-Achse extrapoliert und man
bekommt die Eindringtiefe h;. Die Eindringtiefe . beim Ubergang von der
elastischen zur plastischen Verformung ergibt sich aus:
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Abbildung 5.12: Plastische und elastische Tiefe des Eindruckes.

hc = hmaw —€ (hma:v - hz) (538)

€ beriicksichtigt wieder die Form des Eindringkdrpers mit € = 1 fiir einen
Quader, € = 0.72 fiir einen Kegel und ¢ = 0.75 fiir eine Kugel.

Nach der Ermittlung der Eindringtiefe h. beim Ubergang plastischer zu
elastischer Verformung lé8t sich bei bekannter Geometrie die Querschnitts-
fliche A = f(h.) ausrechnen. Die Hirte ist dann wieder H = F/A.

Aus dem Elastischen Bereich 148t sich wiederum das Elastizitatsmodul
bestimmen. Bei bekannter Kontaktfliche A im Bereich S,,,, ist das Elasti-
zitdatsmodul gegeben als:

2
Smax = _Er A 5.39
E,. beriicksichtigt, dafl nicht nur das System Eindringkérper Probe, son-
dern auch der Eindringkorper selbst elastische Eigenschaften besitzt. E,. be-
rechnet sich aus:

1 1_V2inrin orper 1— v}
Eindringkorp 4 VProbe (540)

ET EEindringkb"rpe’r EPTobe

Bei der Bewertung der Kraft-Weg-Kurve gilt es zu beachten, dafl man
zunéchst ein halbunendliches Medium angenommen hatte. In der Plasma-
technik sind oft diinne Filme wichtig in denen der Bereich der plastischen
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Abbildung 5.13: Auswertung Entlastungskurve.

Verformung bis ans Interface reichen kann. Deshalb sollte die Tiefe des Ein-
druckes typischerweise nur 1/10 der Dicke der Schicht betragen.

I hflnal

plastische
Verformung

film

Abbildung 5.14: Einfluss der endlichen Substratdicke auf die Auswertung
der Nanoindentation.

In komplexeren Schichtsystemen ist es zudem wesentlich die Ausbreitung
der Schichtspannung in den einzelnen Schichten zu verfolgen. Hierbei kénnen
je nach Lastverteilung anscheinend paradoxe Effekte auftauchen, wenn ein
weicher Film die Hérte einer darunter liegenden Schicht erhéht weil die Span-
nung gleichmafiger verteilt wird.

Alternativ zur Nanoindentation existieren noch weitere Methoden der
Héartemessung. So ist es moglich in Echtzeit die Schichtverspannung zu ver-
messen, wenn man einen freistehenden Cantilever einem Plasmaprozef3 aus-
setzt. Durch die aufwachsende Schicht wird dieser Cantilever zunehmend
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verbogen. Diese Verbiegung wird iiber die Ablenkung eines Laserstrahls ge-
messen.

In einem weiteren ex-situ Verfahren wird ein beschichteter Wafer che-
misch so weit abgelost bis ein frei tragender Film entsteht. Danach wird
die Riickseite mit einem Druck beaufschlagt, der zur einer Aufwélbung der
Schicht fithrt. Die Hohe dieser Wolbung ist ein Maf fiir die Hérte der Schicht.

Laser

Film

)

Cantilever

Abbildung 5.15: Methode des verbogenen Cantilevers und
Aufwolbungstest.

Neben der Messung der Hérte existieren noch Methoden, um den Ver-
schleifl zu charakterisieren. Hier wird ein Priifkérper mit definierter Kraft
iiber die Probe bewegt. Die abgetragene Menge an Material wird dabei ge-
messen. Typischer Aufbau ist die Bewegung einer Kugel oder eines Stiftes
iiber eine rotierende Scheibe.
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Kapitel 6

Grenzflicheneigenschaften

6.1 Oberflachenenergie

In der Plasmatechnik gibt es viele Anwendungen in denen der Grenzflache
eines Werkstiickes besondere Eigenschaften hinsichtlich Benetzbarkeit verlie-
hen werden sollen. Die Benetzung einer Oberfliche kann durch die Einstel-
lung der sogenannten Oberflichenenergie gesteuert werden. Ist diese Ober-
flachenenergie grof}, so kann das System durch Benetzung die Gesamtenergie
reduzieren. Ist die Oberflachenenergie hingegen gering bleibt auch die Benet-
zung gering.

Die Oberflichenenergie ist als diejenige Arbeit definiert, die aufgebracht
werden mufl um eine Oberfliche eines Festkorpers zu erzeugen. Betrachten
wir die Spaltung eines Festkorper so entstehen zwei neue Oberflichen wie in
Abb. 77 illustriert. Die Arbeit die beim Spalten geleistet werden muf ist.

Abbildung 6.1: Definition Oberflichenenergie.
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W12 =20 (61)

Nachdem zwei Oberflichen entstehen ist die Oberflachenenergie o. Hat
man zwei unterschiedliche Materialien 1 und 2, so ist die aufgewendete Arbeit

Wis =01+ 02 — Vig (6.2)

da die Grenzfliche zwischen Medium 1 und 2 verschwindet und damit ein
Anteil Vi3 abgezogen werden mufl. Fiir diesen Wechselwirkungsanteil gibt es
unterschiedliche empirische Formeln. Der einfachste Ansatz geméafl

Vig = |01 — 09| (6.3)

konnten die gemessenen Werte nicht zufrieden stellend reproduzieren. Das
geometrische Mittel beschreibt allerdings den Wechselwirkungsbeitrag gut:

‘/12 = 2(13\/0'10'2 (64)

Die Grofle @ ist ein Skalierungsfaktor. Demnach bekommen wir:

W12 :0'1+0'2—2(I)\/0'10'2 (65)

Die Wechselwirkung von zwei Medien kann auf unterschiedliche Art und
Weise erfolgen: (i) induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung fiir unpolare Sub-
stanzen; (ii) Dipol-Dipol-Wechselwirkung fiir polare Substanzen; (iii) H-
Briickenbindung. Die Oberflachenenergie enthélt also mehrere Beitrage:

oc=0c'+0" 40" (6.6)

mit ¢ dem Anteil fiir die induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung (d: di-
spersive), o dem Anteil der Dipol-Dipol-Wechselwirkung (p: polar) und o”
dem Anteil der H Briickenbindung (h: hydrogen).

Man macht jetzt folgende wichtige Annahme: Die Wechselwirkungsanteil
V1o zwischen zwei Medien enthélt allerdings nur Terme, falls beiden Medien
die gleiche Art des Bindungstypes enthalten. So kann ein unpolare Medium
1 nur mit dem unpolaren Bindungscharakter im Medium 2 Wechselwirkung.
D.h. fiir die Terme in Vis:

Via o y/o109 = 2 (\/of(jg ++/oloh + \/U{‘ag) (6.7)

Gemischte Terme der Form o0} treten nicht auf! In diesem Sinne 148t
sich eine Hierarchie von Wechselwirkungsenergien aufstellen. Betrachtet man
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zum Beispiel die Benetzung einer Schicht (Medium 1) mit einem unpolaren
Losungsmittel (Medium 2), so bekommt man:

W12 :O'1+0'2—2 O'ilO'g (68)

Hat man allerdings ein polares Losungsmittel so bekommt man eine Anteil
der induzierten und der direkten Dipol-Dipol-Wechselwirkung:

Wis =01+ 09 —2 (\/a‘fcrg + Ufcfé)) (6.9)

Der Anteil der polaren Wechselwirkung 148t sich nicht unabhéngig von
der unpolaren Wechselwirkung untersuchen, da die induzierte Dipol-Dipol-
Wechselwirkung sehr viel schwécher ist, aber immer vorhanden ist. Nimmt
man noch die H-Briickenbindung hinzu bekommt man:

W12—01+02—2(\/a‘110‘21+ UfUS—I—\/af{af) (6.10)

Alternativ zum geometrischen Mittel ist auch noch das arithmetische Mit-
tel moglich

oo}

172 6.11
Uil + ag ( )
Die Bestimmung der Oberflichenenergie erfolgt in der Regel mit der Trop-
fenmethode. Hierbei wird ein Fliissigkeit (l: liquid) mit bekannten Anteilen
o und o7 auf eine Oberfliche getropft und der Kontaktwinkel gemessen wie

in Abb. illustriert.

< - 3

sl

Abbildung 6.2: Kontaktwinkel eines Tropfens.

123



Aus dem Kriftegleichgewicht an dem Umfang der Basisfliche des Trop-
fens erkennt man:

s = Vs + 07 c0s O (6.12)

Der Winkel © wird iiber die Beobachtung des Tropfens mit einem Fern-
rohr bestimmt. In dieser Gleichung sind allerdings die Groéflen o, und o
unbekannt. Dies kann mit mehreren Verfahren aufgelést werden:

6.1.1 Verfahren nach Zisman

Nach dem Verfahren nach Zisman benutzt man Fliissigkeiten mit unterschied-
lichem o;. Tragt man den cos © fiir unterschiedliche Werte auf, so 148t sich
dies zu dem Punkt cos® = 1 extrapolieren. cos® = 1 entspricht © = 0°,
d.h. vollstindig Benetzung. D.h. hat man eine Fliissigkeit gewé&hlt, deren
Oberflaichenenergie genau der des Festkorpers entspricht kann vollstéandig
Spreitung stattfinden und die Oberfliche wird vollstdndig benetzt. Die Ex-
trapolation des Mefiwerte ist in Abb. 7?7 gezeigt.

cosO =1 (6.13)

cos ® A

Abbildung 6.3: Verfahren nach Zisman.

6.1.2 Verfahren nach Fowkes

Mit Zisman verfahren 1&8t sich o bestimmen. Die Unterscheidung in den
unpolaren und polaren Anteil ist damit noch nicht méglich. Dies erfordert die
Verwendung von polaren als auch unpolaren Losungsmitteln als Medien des
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Tropfens. Fiir die Bestimmung von o? und ¢? geht man im Fowkes-Verfahren
zweistufig vor:

e unpolare Fliissigkeiten

Zunachst wird der unpolare Anteil bestimmt. Wir hatten fiir die Wech-
selwirkungsenergie an der Grenzfliche Fliissigkeit Beschichtung;:

Va1 = 05 + 01 — 24/ odo} (6.14)
und das Kriftegleichgewicht an der Grenzflache.

05 = Vg + 0, c08 O (6.15)

Kombiniert man diese beiden Gleichung, so bekommt man:

1
cos © = 24/0? -1 (6.16)

Vi

cos ® A

Abbildung 6.4: Verfahren nach Fowkes, unpolarer Anteil.

Diese Gleichung 148t sich graphisch auswerten. Nach der Messung der
Kontaktwinkel unterschiedlicher Fliissigkeiten mit bekanntem Anteil
of erhilt man bei der Auftragung gemifi Abb. eine Gerade aus deren
Steigung man o2 ableiten kann.

e polare Fliissigkeiten

In einem zweiten Schritt wird o? bestimmt. Man verwendet jetzt polare
Losungsmittel:
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Voo = Os + 07 — 2 <\/agaf + \/agaf) (6.17)

Das Kraftegleichgewicht ist wieder:

Os + Vst + 07cos O (6.18)

Die geleistet Arbeit beim Aufbringen des Tropfens ist:

Wsl =05+ 07— Vsl (619)

Auch diese geleistete Arbeit 148t sich in einen unpolaren und polaren
Anteil aufteilen:

Wy =WhH + w4 (6.20)

sl

/'O/

B

’Q'""O Steigung = 2,/o’
2\of

Abbildung 6.5: Verfahren nach Fowkes, polarer Anteil.

Aus 6.18 und 6.19 148t sich ableiten:

Wy = oy(1 + cos O) (6.21)

WEH = Wy — W4 148t sich ausdriicken als:

WE = 01(cos© + 1) — 24/ oot (6.22)
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Bei dieser Gleichung ist of und o; der polaren Fliissigkeit bekannt und
od der Schicht aus dem ersten teil des Verfahrens. Damit 148t sich fiir
eine gegeben unpolare Fliissigkeit, der Werte von W} bestimmen. Aus
diesem Wert bestimmt sich dann o? gemé$:

Wo = 2,/oPo” (6.23)

6.1.3 Verfahren nach Owens, Wendt

Nach dem Verfahren nach Owens und Wendt kann man den polaren und
unpolaren Anteil der Wechselwirkung gleichzeitig bestimmen. Kombiniert
man die Gleichungen

Wy =0s+ 0 —2 (\/agafl + \/O’?O’f) (6.24)

und

Os = Vg + 0708 O (6.25)

kann man sie in einer Form a = mx + b bringen mit Termen gemaf:

(14 cosO)oy) Jo? oy
L = Vol [ o 6.26

/Uld N~ O'Zd —— ( )
~—_———— m b

Y

D.h. bestimmt man den Kontaktwinkel fiir mehrere Fliissigkeiten mit
bekanntem o7 und o, so bekommt man eine Gerade der Steigung of und
deren Achsenabschnitt bei z = 0, of bestimmen 148t.

(6.27)

6.2 Permeation
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o)
.—Q'—‘

i Steigung = /o

v

Abbildung 6.6: Verfahren nach Owens,wendt.
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Anhang A

Numerische Losung der
Mie-Streuung

Bohren und Huffmann entwickelten einen sehr schnellen Algorithmus um S
und Sy zu berechnen. Dieser basiert auf einer Rekursionsformel fiir die Bessel
Funktionen and Legendre Polynome.

A.1 TIterative Bestimmung der Randbedin-
gungen
Die Koeffizienten a, und b, an einer beliebigen Grenzfliche zwischen zwei

Medien 1 und 2 bei einer Grofle z und Brechungsindizes m; und ms ist
gegeben als:

_ Moty (Mam ), (myx) — ma, (mox) iy, (miz) (A1)
" maxn(max) Y, (mix) — max, (max) iy, (my )
und
b Moty (1), (mam) — myty(moa )y, (myz) (A.2)

MaXy, (M) Uy (max) — mathy, (maz) Xn (ma)
Diese Ausdriicke lassen sich iterativ berechnen mittels der logarithmi-

schen Ableitung:

’

D, = n (A.3)

Un
Dieser Ausdruck geniigt folgenden Bedingungen:
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Un(2) = P22 (2) ~ i a(2)
Xa() = 2 a(2) = el
Dn(Z) T _ Dln_l(z) - g

Fiir die Ableitungen bekommt man:

Y(2) = Yua(2) = Z4a(2)

’ n
X(2) = Xa(2) = D)
Unter Ausnutzung des Zusammenhangs

1

%(Z) = xn(2)Dy(2) — X;(Z)

(A.9)

konnen die Koeffizienten a,, und b,, in effizienter Weise numerisch ausge-
wertet werden. Hierbei werden Verhéltnisse von Bessel Funktionen benutzt
anstatt die Funktionen selbst. Dies ist numerisch stabiler, da alle Werte in der
Néhe von 1 bleiben. Dividiert man durch 1, (mjx), (mez) bekommt man:

Upmiz) o W, (moa)

a, — Yn (1) Pn(maz
mgxn(mﬂ)% —myx’ (mﬂ)m
bzw.
mao D, (mix) — my D, (mox
n = sznzmlﬂi)Xln()mﬂ) 1— T’leZ(anx)¢n(m2x)
oder

1

(A.10)

(A.11)

( mo D, (myx) — my D, (maox)
Ay =

ma Dy (m12) xp(max) — le;l(mﬂ)) (Xn(mﬂ)Dn(mﬂ) - X%(mzfﬁ))

Fir den Koeffizienten b,, erhdlt man:

Yn(maz) 4 (miz)
b 2% (maz) — "M%, (mra)
n

sz%(mﬁ)_%(rlnzx) — M1 Xn(Ma) wn(nlffag;lﬁznzx)
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bzw.

b mo Dy (max) — my Dy, (myx)
" max,, (max) — my Dy (M) xn(mar)

U (mox) (A.14)

oder

B me Dy (mox) — my D, (myx) 1
= <m2X;L(m2$) - len(mﬂf)Dn(mll’)) (Xn(mﬂ)Dn(mﬂ) - X/n(mﬂ))
(A.15)
A.2 TIterative Losung fiir einfache Kugel

Fiir den Fall einer einfachen Kugel, teilt man den Ausdruck durch ¢, (m;x)
und die iterative Losung fiir 1, () wird eingesetzt (my = 1.0). Damit be-
kommt man:

_ ma Dy (myx)i, (max) — myt, (myx)

= A.
" maD () (mar) — i (maa) N
Setzt man my = 1.0 bekommt man fiir die Ableitung:
_ maDp(myz)ipn () — ma (1 — 3¢ (@) (A17)
" m2Dn(m1$)Xn(m2w) - ml(anl - %Xn<x)> .
oder
(22D, (1) + 2] () = Yna (@)
a, = (A.18)
(22D, (muz) + 2] xa (@) = X1 (@)
Diese Iteration hat folgende Startwerte:
Yo(z) = cos(z) Yr(z) = sin(z) (A.19)
Xo(2) = —sin(z) X1(z) = cos(z) (A.20)
~ cos(z)
Dy = sin(2) (A.21)

Diese Iteration wird durchgefiihrt bis zu einem maximalen n,,,., das sich
empirisch bestimmt als:
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Nmaz(T) = © + 42/ + 2 (A.22)
Eine dhnliche Iteration wird benutzt fiir die Winkelabhéngige Funktion:

! (2n+ 1) cos(©)m, — (n + 1)m,_1] (A.23)

Tp+1 = _[
n

mit

T = 0 ™ = 1 (A24)

Die Funktion 7,, wird abgeleitet von 7 mittels:

T, = ncos(O)m, — (n+ 1)m,_; (A.25)

Diese Iteration wird durchgefithrt um die Streuamplituden S zu bestim-
men. Anstelle der Funktionen y wird der Ausdruck £ = ¢ — iy benutzt.

A.3 Iterative Losung Kugeln aus mehreren
Schichten

The important quantities are illustrated for a 2 layer sphere. The expression
for a two-layer sphere are similar as for the homogeneous sphere. m; is the
refractive of the core and ms the index of the coating. x; and x, are the size
parameters of the core and the coating. The refractive index of the ambient is
ms. The coefficient a,, of the core itself is denoted A,,. The expression for the
outer layer is achieved via recursion from the underlying layer. The expression
for a, is modified by exchanging 1, (moxs) with 1, (maxs) — Apxn(mazs).

/

= m3¢n(m3x2> [¢”(m2x2> — AnX;L(mQxQH B m2¢;z(m3x2) [¢n(m2$2) - Aan(mQ-TQ)]
" maxa(maza) [V, (maxa) — ApX,, (Mmax2)] — max),(mazs) [Qpn(ngszA_ Asmxn(mﬂQ)]
.26
For efficient computing this expression is again divided by v, (moz5) and
¥, (m3x3). One obtains:

ms [Dn(mﬂz) - A M] — myDy(msxs) [1 —A —X"(mm)]

nd’n(m%m) n¢n(m2$2)

man(msxz) [Dn(m2$2) _A X%(mzfm)} _mQﬁEmsmz) [1 _A Xn(mzfvz)}

Ap =

Yn(maz2) T apn (Mmax2) m3x2) T 4pp (Mmax2)

(A7)
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Then by dividing denominator and nominator with 1 — A”W one

] ) n(m2w2)
obtains with

Dy(mams) — A, Xelrr)
Dy (maxg) = — Xn(miﬂ’;() 202) (A.28)

T ihn (Mmaz2)

or
~ Dy (mats) — Anx,,(maw2) [Xn(maw2) Dn(maxs) — X, (maxs)]
Dn(m2$2) = 7
1 — Apxn(mams) [Xn(maee) Dn(maza) — X, (Mats)) )
29
results to:

Dn - Dn
a, = s (m~2$2) 2 (mg,xg) W (mars) (A.30)
M3 Xn(M372) Dn(mara) — maX,, (msr2)
This expression is very similar to the expression for the homogenous sphe-
re if one replaced D,, again with D,,. This holds of A, and B,, are zero.

The solution is again given by:

0 — m3Dn(mQZL‘2) - ngn(m3ZL‘2) ( 1 )
" \maxa(mae) Dn(mams) — max,, (mszs) | \Xn(msw2) Dy(maz2) — X, (msws
(A.31)
Equivalent expressions for b, yield:

. Moy (mats) W;(mﬂz) - BnX/n(mZxQ)} — Mgty (Ms2) [Yn (Maa) — Byxn(mas)]

bn - / / ’
MaXn(Mar2) [V, (Mar2) — BuX,, (maew)] — max;, (msxs) Wn(m2~’172)( — Ban(mﬂz)]
A.32
For efficient computing this expression is again divided by ,,(maz2) and

tn(mzxy). One obtains:

mso [Dn(m2152) - B w} — mgD,,(m3zs) [1 - B M]

" hp (maza) " ppn (Max2)

Xn(m3z2) X (maz2) . X (msz2) o Xn(maz2)
m2¢n(mgx2) |:Dn<m21’2) B Bn¢n(m2$2):| m3wn(m3502) [1 ann(mzccz):|

(A.33)
Then by dividing denominator and nominator with 1 — Bn% one
obtains with

b, =
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_ D, (maxs) — B Xu(m22)

Climy) = ———— e (A.34)

" 4pp (Mmax2)

or
& (maa) = D,,(maxy) — an;z(mz.rz) [Xn(m2$2)Dn(m2x2) — X;(mleQ)]
n (M2 1 — Buxn(maws) [Xn(moxo) Dy (maxs) — X, (Mmaxs)]
A.35)
results to:
m @n MaZs) — msD,,(msx
b, = 2Gn(mos) 3Dy, (m3zs) () (A.36)

a szn(m3$2)én(m2£U2) - msX%(mgﬂh)

The solution is again given by:

b — man(mng) - m3Dn(m3x2) < 1 )
" m2Xn(m3iU2)én(m2$2) — maX,, (Mm3T2) Xn(msT2) Dp(mata) — X;, (M2
(A.37)
As iteration only the different D,, and y,, and x/, need to be iterated with
the corresponding starting expressions:
The expressions for the arguments moxy as well as for msxs.

A.4 Beschreibung des Algorithmus

The following set of equations is used to calculate the scattering coefficients
for a multilayered sphere consisting of i=NB layers. The size parameters z;
are are given with the corresponding radii r; as:
A
The coefficient a, ;41 at the interface i to i+1 is expressed as. It is im-
portant to note that various functions have mixed arguments of layer i and

1+1:

. mz‘+1f)n(mi$z‘) - mz‘Dn(minEi)
Angli+1 = /
M1 Xn (Mg 12:) Dy (M) — maxg, (Mig12;)

1
(X"(mi“xi)Dn(miHmi) - X;z(mi-&-lxi)) (A.39)
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with the parameter D depending only on layer i:

D (i) = Dy(mgx;) — Anx,(miz;) [Xn(mia:i)Dn(mixi) — X;(mle)]
o 1 — Anxn(mix;) [xn(mixi) D (mix;) — x5, (mix;)]

A .40)

The coefficient b, ;;41 at the interface i to i+1 is expressed as. It is im-

portant to note that various functions have mixed arguments of layer i and
i+1:

mzén(mzﬂiz) - mz’+1Dn(mi+1l’i) )

bn,i|i+1 = -
man<mi+1xi)Gn(mixi) - mi+1Xn(mi+1$i)

(Xn<mf+1wi>Dn<miwi> - xsl(mmxi)) (A41)

with the parameter G depending only on layer i:

G (i) — Dy (mz;) — BuXo, (miz;) [Xn(mia;) Do (mix;) — X, (miz;)]
n(MT; 1 — BuXn(miz;) [xn(mz;) Dy (miz;) — X, (mix;)]

(A.42)
For the topmost layer the coefficients ayp and byp are calculated dif-
ferently with myp,1 the coefficient of the ambient:

a _ mNB+1[7n(mNB$NB) — mypDn(Mmyp+128B) (A43)

NB - ~ B zx.

mNB+1fn(mNB+1IENB)Dn(mNB$NB) - mNBfn(mNBJrﬂNB)

1
. A.44
(Xn(mNB+1$NB)Dn(mNB+1INB) - Xn(mNBHINB)) ( )
and
. mNBén(mNBDCNB) —mnpy1Dn(Myp11ZNB)
NB — =~ ’
mNBfn(mNB+1iUNB)Gn(mNBiUNB) - mNB+1fn(mNB+1-’ENB)

1
y A 45
(Xn (mNB+1iUNB)Dn(mNB+1iUNB) - Xn(mNBHl’NB) ) ( )

As the next ingredient we need the angular dependent function 7, and
Tn
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1
n—1

[(2n — 1) cos(©)m,—1 — nm,_o] (A.46)

Ty =
the function 7,, is derived from 7 as:

Tp =mncos(0)m, — (n+ 1)m,—1 (A.47)

After calculating all elements a,,, b,, 7, and 7,, by using the recurrence rules,
the scattering amplitudes S; and Sy are derived. The maximum number of
coefficients 7, is determined by:

Nstop = TNB + 4x]1\@ +2 (A.48)
= 2n+1
S51(0) = Z oy P {anm, (cos ©) + b, 7, (cos ©)} (A.49)
and
X 2n+1
S(0) =Y Y rE {bpy, (cos ©) + a7y, (cos O)} (A.50)

The necessary iterations are listed in the following table:

variable iteration rule Oth element 1st
Dy (2) Dy(2) = [2 = Dua(2)] ' =2 e
Xn(z) Xn(Z) = 2nz_1Xn—1 — Xn—-2 COS(Z) - Sin(z)
Xn(2) Xn(2) = Xn-1 = 2xa(2)
&n(2) En(2) = 226, 1 — Euo cos(z) —sin(2)
£.(2) £(2) = &no1 — 26n(2)
m(z) | m(2) = ﬁ [(2n — 1)zm,_1(2) — nm,_2(2)] 0 1

These expressions are needed for the arguments m;1x; as well as m;x; for
a given layer ¢. The algorithm follows a two times nested iteration. The inner
iteration treats the stack of layers for a given n. It starts with the innermost
sphere and taking A, = 0 and A,y = 0. Then the stack of i=NB layers
is solved recursively by inserting a, ; again as the coefficients A, and B, in
the expressions for D, and G, for the (i+1)th layer. The outer iteration
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proceeds the index n by using the recurrence relation for the functions D,
and x,, etc. until it ny,, coefficients are evaluated.
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